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1. fejezet

Bevezetés

A differencialegyenleteknek minden természettudomany egzaktan targyalhato teriiletén hang-
silyos szerep jut. A természettorvények mindig egy mennyiség idGbeli valtozésat kotik Ossze
méas mennyiségekkel és/vagy azok valamilyen mennyiség szerinti valtozasaval. Maga a Newton-
egyenlet is differencidlegyenlet, melynek minél altalanosabb helyzetben torténé felirasa és meg-
oldasa a matematikusokat és fizikusokat a matematikai apparatus magas szintre fejlesztésére
sarkallta. A variacios elvek alkalmazasaval nem csak a kozonséges, de a parcialis differenci-
alegyenletek elmélete is nagy mélységekig kidolgozasra keriilt. A jegyzet ebbdl a mérhetetlen
anyagbdl igyekszik egy olyan csipetet kiragadni, mely az alkalmazasban fontos lehet egy nem
feltétleniil matematikai érdeklgdési hallgatonak (is).

A jegyzet felépitése igyekszik alkalmazkodni a célk6zonséghez. Annak ellenére, hogy a korabbi
kurzusokon megtanultak, mint az integral- és differencidlszamités e kurzus soran elvart tudas,
hasznalt eszkoz, a jegyzet irdja jonak latta egy rovid Osszefoglaloval kezdeni, melynek soran
a legfontosabb fogalmakat Osszegytijti. Tovabba felhivja a figyelmet messzemenden jobb mun-
kékra, melyek a felkésziilést (és nem letagadhatéo modon a jegyzet megsziiletését is) nagyban
segitik. Ilyenek az alabbiak:

e Obadovics: Matematika, Miiszaki konyvkiado
e Obadovics: Fels6bb matematika, Mitiszaki konyvkiado
e Bolyai sorozat:

— Urbéan Janos: Hatarértékszamitas
— Barczy Barnabas: Differencidlszamités
— Barczy Barnabas: Integralszamitas

— Scharnitzky Viktor Differencialegyenletek
e Bronstejn-Szemengyajev: Matematikai kézikonyv/zsebkonyv

Utobbi igen tekintélyes mennyiségd integralformulat tartalmaz.

Bar a jegyzet valoéban feltételez némi matematikai elgtanulményt, a részletes szamolasok els-
segitik a megértést akkor is, ha az Olvaso esetleg elfelejtette volna a részleteket. Azonban a
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matematikai érzék és hozzaallas fontos, mely sok példa részletes megoldasaval és megértésé-
vel fejleszthets. Erre a bevezetd fejezetben, illetve az ajanlott irodalomban talalhato felada-
tok szolgalnak. A jegyzet alapvetGen gyakorlati szempontok figyelembevételével irodott /irodik.
Ezt a nézetet igyekszik tdmogatni a jegyzet végén taladlhato feladatgytjtemény, mely kidolgo-
zott példékkal segiti a megértést, az adott probléma formalizalasat és az egyenletek megoldasi
modszerének szemléltetését, kiemelt hangsulyt fektetve a differencidlegyenletek széles kord al-
kalmazhatosagara és alkalmazottsagara. Ezért nem csupan matematikai vagy fizikai példakon,
hanem biol6giabol, meteorologiabol vett feladatok is szinesitik a palettat. Az elméleti” beveze-
t6k révidsége is arra motival, hogy az altalanos esetben kapott végképletet megértve a gyakorlati
feladatmegoldés soran alkalmazzuk azt.
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1.1. Ismétlés, attekintés

1.1.1. Hatarérték

Az y = f(x) fiiggvényrdl akkor mondjuk, hogy hatdrértéke (limesze) az © — a esetén A, ha
az a-hoz kozelitve az f(x) — A kiilonbség tetszéleges kicsinnyé valik, f(x) értéke tetszélegesen
megkozeliti A értékét. Pontosabban

lim f(a) = 4 (L)

ha akarmilyen kis pozitiv € szamhoz talalhaté olyan pozitiv n szam, amelyre |f(z) — A| < ¢,
valahanyszor |z — a| < 7.

Beszélhetiink bal- vagy jobboldali hatdarértékekrdl is, ha az a-tél balra vagy jobbra es6 xz ér-
tékekre szoritkozunk csupan. Ekkor a baloldali hatarértéket x — a — 0, illetve a jobboldali
hatarértéket © — a + 0 jeloli.

Ha az y = f(z) fiiggvény értéke minden hataron til ng, akkor a fiiggvényt az x = a hely kor-
nyezetében végtelen nagynak nevezziik. (A kornyezetet most nem definialjuk, de a pont koriili
nagyon kicsi tartomanyként gondolunk ra.) Elsfordulhat az is, hogy a fiiggvény hatarértékben
felvett értéke minden hataron tal csokken, azaz végtelen kicsiny.
Lassunk egy példat az el6z6 két bekezdésre, az f(x) = 1 fiiggvényt.
lim —=—-00 , lim —=o00 , lim —=0 (1.2)
z—0—-0 g rz—040 r—+oo I
1

Vagyis az _ olyan fiiggvény, hogy a 0-ban a bal- és jobboldali hatarértéke mas, de ugyanigy
nulldhoz tart a oo-ben, mint a —oco-ben. Ez a viselkedés jol megfigyelhet6 a 1.1. abran.

f(x) = 1/x

—_

: ) :

10

y
.
-
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—_
o
'
()]
o
()]

1.1. abra. Az f(z) = 1/z fiiggvény origdban vett hatarértéke kiillonb6z6, ha pozitiv és a negativ
irdnybol.
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A hatéarérték kiszamitasat konkrét esetekre segiti néhany szabaly:

1. Az alland6 hatarértéke dnmaga:

lim C=C (1.3)

z—béarhova
2. A véges tagbol 4ll6 Osszeg hatarértéke egyenld a tagok hatarértékeinek Gsszegével:

lim (f(z) + g(x) — h(z)) = lim f(x) + lim g(z) — lim h(z) (1.4)

T—a Tr—a Tr—a Tr—a
3. A véges taghol allo szorzat hatarértéke egyenld a tényezSk hatarértékeinek szorzatéval:

lim (f(x) - g(z) - h(z)) = lim f(z) - lim g(z) - lim A(z) (1.5)

T—a T—a r—ra T—ra

4. A héanyados hatarértéke, ha az osztd hatarértéke nem nulla, az osztand6 és az osztd
hatarértékének hanyadosaval egyenld:

lim flz)  limg, f(2)

z—a g(x) N lim, _,, g(x)

(1.6)

5. Rendér-elv: Ha x értékét olyan intervallumbol valasztjuk, amelyben g(z) < f(x) < h(z)
és lim, ., g(x) = lim,_,, h(z) = A.

lim f(z) = A (1.7)

T—a

Gyakorlo példéak:

1 lim, o 258 = lim, o 2042 — i, 0 42 =14
2. lim, ., <=
4

3. lim,_,o # (Ebben az esetben a rendér-elv hasznalhato.)

1.1.2. Differencialszamitas

A differencidlhanyados és a hatarérték fogalma vezet el a differencialhanyados fogalmaig.
Utobbival az el6z6 fejezetben foglalkoztunk, el6bbivel kapcsolatban most tesziink néhany meg-
jegyzést miel6tt a differencidlszamitassal foglalkoznank.

Egy fiiggvény menetének vizsgalatdhoz esetleg fontos lehet tudnunk, hogy a fiiggetlen val-
tozo () valamilyen megvaltozasaval a hozzatartozo fiiggvényérték hogyan valtozik meg. Ennek
vizsgalatara definidlhatjuk a differenciahdnyados fogalmat a kovetkezGképpen:

Ay  flz+ Azx)
= Az (1.8)
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Ha az f fiiggvény differenciahdnyadosanak az x = a helyen létezik a Az — hatérértéke, akkor
ezt a hatarértéket a fiiggvény a helyhez tartozd differencidlhdnyadosanak (réviden derivaltja-
nak) nevezziik:

lim —f(a: + A7)

Az—0 Ax (1.9)

Geometriai jelentést is tulajdonithatunk a derivaltnak (Id. 1.2). Mivel a fliggvény szelGje a
Az — 0 hataresetben az érint6be megy at, a fliggvény a pontbeli derivaltjat a fliggvény a
abszcisszaju pontjaban htizott érinté iranytangensével is azonosithatjuk.

y

fx+AX)

X X+AX X

1.2. 4bra. A differencidlhanyados és szemléletes jelentése
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« .0,

Természetesen a gyakorlatban nem a hatarérték definicidjaval szamoljuk ki egy fiiggvény de-
rivaltjat. Ez mar egy egyszertibb Gsszetett fiiggvény esetén is bonyolult feladatnak bizonyulhat.
Léteznek alapvetd differencialasi szabalyok, melyek ismeretében nagyon sok fliggvény derivaltja
kiszamithato L.

Differenciélasi szabalyok:

1. y= f(z) =const. >y =0

2. y=cf(x) =y =cf(x)

3. y=u(z)+v(r) =y =d(z)+(x)

4. y=u(r) —v(z) =y =u(x) = (x)

5. y =u(z)v(z) = ¢ =o' (x)v(z) + u(z)v'(z)

6. y =u(x)v(z)z(x) = ¢ =/ (x)v(z)z(x) + u(z)v'(x)z(z) + u(x)v(z)2(x)
7.y = % Sy = U'(I)U(fj)zz;t)(x)v/(x)

8. y=flu(z)) =y = f(u(x))v(z)
Fiiggvények és derivaltjaik:

Fiiggvény | Derivaltja
x" na™
sin(x) cos(x)
cos(x) — sin(x)
tan(z) Fl(x)
cot () — o @)
a® a®In(a)
log, () z h} @)
e’ e’
In(x) Z
sinh(x) cosh(z)
cosh(x) sinh(x)

1.1.3. Integralszamitas

Hatarozatlan integral: Valamely adott fiiggvény hatarozatlan integralja minden olyan fiigg-
vény, melynek derivaltja az adott fiiggvény. Az F(x) fliggvényt az f(z) fiiggvény primitiv fiige-
vényének nevezziik, ha derivaltja f(x) 2. Jelolés:

f(z) = %i:v) = F'(z) — /f(x)dx = F(x) (1.10)

!Léteznek olyan fiiggvények melyek, bar folytonosak, mégsem derivalhatok egyetlen pontban sem, példaul
a Weierstrass-fiiggvény https://en.wikipedia.org/wiki/Weierstrass_function

2Sok definiciét nem bonyolitunk azzal, hogy kiilon kikdtjiik, de minden elmondott csak egy tartomanyra
felirva érvényes. Azonban ez a tartoméany lehet az egész értelmezési tartomany is.


https://en.wikipedia.org/wiki/Weierstrass_function

FEJEZET 1. BEVEZETES 11

Ha F(x) primitiv fiiggvény, akkor F'(x) 4+ C is. Itt jegyezziik meg, hogy ezzel a C' integréalasi
konstanssal kiilon foglalkozni kell majd a differencidlegyenlet megoldasa soran. Ha egy fizikai
probléma megoldasa F'(x) + C, akkor C-nek valahogy rogzitettnek kell lennie.

Hatéarozott integral: Legyen adott az f(x) fiiggvény, amely egy [a,b] zart intervallumon
mindeniitt értelmezett. Az f(z) fliggvény a-tol b-ig vett hatarozott integraljanak a kovetkezd
szamot nevezziik:

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a) (1.11)

ahol az F'(a), F'(b) a primitiv fiiggvény a-ban, illetve b-ben felvett értékét jeloli. A (1.11) sza-
balyt, Newton—Leibnitz-szabalynak nevezik. Ez tulajdonképpen a gorbe alatti teriiletet jelenti.

y'“ _J'- —..:5‘
o N

f(x) I
- |
|
|
|
|
|

I -

0 a=x, X, X, Xy E X Xy X, 1 X, X

hades

1.3. 4bra. A Newton—Leibnitz-szabaly szemléletes jelentése.



12

FEJEZET 1. BEVEZETES

Néhany alapintegral:

Fiiggvény | Integralja
RN
sin(x) — cos(z)
cos(x) sin(x)
tan(x) | —In(cos(z))
cot(z) — In(sin(z))
CO;( 3 tan(z)
Smgl(m) — cot(x)
- Moz, (=)
log, (x) 1§(a)
e’ e’
In(x) z(In(x) — 1)
sinh(x) cosh(x)
cosh(x) sinh(x)
tanh(xz) | In(coth(x))
coth(z) | In(tanh(z))
cot]r112 (z) tanh(x)
m — coth(x)
ﬁ arctan(z)
— atanh(zx)

1.1. tablazat. nNéhany alapintegral. Egy igen tekintélyes integraltablazat talalhato a Bronstejn—
Szemengyajev: Matematikai kézikényv c. konyvben.



2. fejezet

Kozonséges differencialegyenletek

2.1. Alapfogalmak

2.1.1. Differenciilegyenlet fogalma, osztalyozasa, megoldasa

Differencidlegyenletnek neveziink minden olyan egyenletet amelyben derivaltak szerepelnek.
Ez a meghatarozas nem teszi vilagosabba a témat, de ha elképzeljiik, hogy egy egyenletben szere-
pelhet egy fiiggvény, annak derivaltja, konstansok, fiiggetlen valtozok, talan egy kicsit jobb képet
kapunk. Attol fiiggen, hogy a felsoroltak koziil milyen tagok szerepelnek az egyenletben, a diffe-
rencidlegyenletek tobb, kisebb-nagyobb csoportba sorolhatdak. Ezek szerint is t6bb szempontot
vehetiink figyelembe, melyek a megoldas menetében, a modszerek megvalasztasaban fontosak le-
hetnek.

Ezeket a besorolast segité alapfogalmakat tekintjiik most at:

1. Ha a fliggvény, amelynek a derivaltjai az egyenletben szerepelnek egyvéltozos, vagy csak
az egyik valtozo szerinti derivaltakat tartalmazza (pontosabban egy fiiggetlen valtozot
tartalmaz), kozonséges derivaltakat tartalmaz igy kdzinséges differencidlegyenletnek ne-
vezziik
Ha a fiiggvény, amelynek derivaltja(i) szerepelnek az differencidlegyenletben tobbvalto-
z6s, el6fordulhat, hogy méas-mas valtozo szerinti derivaltjai is szerepelnek az egyenletben.
Gondoljunk csak a hévezetés egyenletére, a hullimegyenletre, a hidrodinamika egyenlete-
ire vagy a Maxwell-egyenletekre. Ezeket az egyenleteket parcidlis differencidlegyenletnek
nevezziik, mert az egyenletekben parcidlis derivaltak szerepelnek.

2. A differencidlegyenlet rendje, a benne szerepls legmagasabb derivalt rendszamaval egyen-
16. Egy olyan egyenlet tehat melyben masodik derivalt a legmagasabb mdsodrendi dif-
ferencidlegyenletnek neveziink. Emlékeztetiink, hogy a Newton egyenlet épp egy ilyen
méasodrendi differencidlegyenlet:

d2
ZF:ma:md—;. (2.1)

3. A kozonséges differencidlegyenletek koziil azokat, amelyekben az ismeretlen fiiggvény és
annak derivaltjai legfeljebb els6 hatvanyon szerepelnek linedris differencidlegyenletnek,

13
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azokat, melyekben mésodik vagy magasabb hatvany is szerepel nemlinedris differencidl-

egyenletnek nevezziik.

4. Ha a kozonséges differencidlegyenletben van olyan tag, amely allandd, vagy amelyben
csak a fiiggetlen valtozo szerepel, akkor a differencidlegyenlet inhomogén, ha nincs akkor

homogén.

5. Ha a kozonséges differencidlegyenletben a fiiggvényt és derivaltjait tartalmazé tagok
egyilitthatoi allanddak, akkor a differencidlegyenletet dllandd egyiitthatos differencidlegyen-
leteknek nevezziik. Azon egyenletekben, melyekben az egyiitthatok nem allandok, fiigg-

vényegytitthatds differencidlegyenleteknek nevezzik.

beéldak:
Homogén elsérendii diffegyenlet:

y =0
Inhomogén elsérendi diffegyenlet:

y =1

Fiiggvényegyiitthatos inhomogéninhomogén elsérendt diffegyenlet:

xy =c

Nemlinearis fiiggvényegyiitthatos inhomogén méasodrend diffegyenlet:

oy} = c
Els6rendi parcialis diffegyenlet:

b dy Oy
Yy —Cyég—CE

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)
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A differencidlegyenlet megoldasdnak mindazon fiiggvényeket nevezziik, melyek derivaltjaik-
kal egyiitt behelyettesitve kielégitik az adott differencialegyenletet. Mivel altalaban (de nem
mindig) integralassal oldjuk meg a differencidlegyenletet a megoldast szokas ugy is nevezni,
hogy a differencidlegyenlet integralja. A megoldasok lehetnek dltaldnos megolddsaltalanosak
vagy partikuldrisak, requldrisak vagy szinguldrisak. Tekintsiink egy példat ezen fogalmakra:

y' =12z
méasodrendd differencidlegyenlet megoldasanak menete integralassal:
' =120y =62 + A+ y=224+ Ax + B

(Bizonyitsuk be, hogy a talalt megoldas, ténylegesen megoldja az egyenletet!) Az utolso egyen-
letet, azaz az y-fiiggvény paraméteres alakjat nevezziik altalanos megoldasnak. Ebbdl csak
egy van ellenben a partikularis megoldassal. A partikuléris megoldésra példa A és B bar-
mely konkrét értékével felirt megoldés. (Természetesen ha a fenti megoldas altalanos A, B-
re igaz, akkor konkrét értékekre is az lesz.) Altalaban (de nem mindig!) az altaldnos meg-
oldas tartalmazza az Osszes partikularis megoldast. A mi példankban egy &altalanos megol-
dast talaltunk és végtelen sok partikularis megoldast (hisz A, B akarmilyen értéket felvehet.

Természetesen ha ez a differencidlegyenlet egy konkrét folyamatot ir le, nem vagyunk elége-
dettek ha a talalt megoldas akdrmilyen A, B-re teljesiil, hisz egy természetben is lejatsz6do fo-
lyamat lehet, hogy igaz A = 10, B = 1 esetén, de nem biztos, hogy igaz mas paraméterértékekre.

A differencialegyenlet partikularis megoldasai koziil az adott problémat leir6 kivalasztasahoz
feltételeket kell megadni az problémanak megfelelGen. Tekintsiik a kdvetkezo példat:

y' = —y (2.7)

(Errdl az egyenletrsl még tanulunk, most csak a példa kedvéért hoztuk fel.) Az egyenlet altalanos
megoldasa

y = Acos(z) + Bsin(x) (2.8)

(Bizonyitsuk be, hogy tényleg megoldésa az egyenletnek!) Lathato, hogy a differencidlegyen-
let a harmonikus rezgémozgés differencidlegyenlete. Ha egy konkrét fizikai rendszerre irtuk
fel, akkor az A, B paraméterek, melyek fizikai jelentése az amplitudok, nem lehetnek tetszd-
legesek. Igy amikor egy differencidlegyenlettel foglalkozunk mindig meg kell adni n. kezdeti
feltételeket. A kezdeti feltételek segitenek abban, hogy a tetszélegesnek megengedett paramé-
tereket, melyek az altaldnos megoldasban szerepelnek megszoritsuk konkrét értékekre és igy
kivalasszuk a nekiink ténylegesen sziikséges, a mi probléméankat igazabol leird partikularis meg-
oldast. Mindig annyi feltételt kell megadnunk, ahanyad rendd az egyenletiink, hogy a megol-
das egyértelmi legyen, azaz ki tudjuk valasztani egyértelmiien az egyik partikuléris megoldést.

Tekintsiik a harmonikus rezgémozgas egyenletét. A kovetkezs kezdeti feltételeket adjuk meg.

y(0) =2, y(0)=0 (2.9)
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Mi kovetkezik ebbdl? Az els6 feltétel akkor teljesiil, ha

2 = Acos(0) + Bsin(0). (2.10)
A masodik tag nulla, igy az egyenlet az A = 2-t adja. Azaz a partikuléris megoldasunk az

y = 2cos(x) + Bsin(x) (2.11)

fiiggvényre szikiilt. Azonban a B-t még meg kell hataroznunk. (Nagyon jegyezziik meg, hogy
nem azért kell itt két kedzeti feltételt tenni, mert két ismeretleniink van.) Erre a mésodik
feltételt hasznalva:

y' = —2sin(0) + Bcos(0) = 0. (2.12)

Ez csak akkor teljesiil, ha a B = 0. Igy a kezdeti értékekkel Gsszhangban levé partikularis
megoldasunk:

y = 2cos(x). (2.13)

A differencidlegyenlet megoldasa akkor reguléris, ha az egyenletet és a megadott kedzeti feltéte-
leket kielégiti. Ellenkezs esetben szingularis. Nekiink elég ennyi, a gyakorlaton minden megoldas
regularis lesz.

Gyakorl6 feladatok

1. Milyen differencidlegyenlet a kovetkezd:
(a) () =a+4
(b) y”+6y —y = 32°
(c) y'y" = (y)sin’(z) + (y)* cos*(z) — 1
(d) y”—|—3y +4'=0
(©) y" +2y + ()2 =
2. Bizonyitsuk be, hogy a
Cy 1
=Ci(3x +2)° + —— 3z +2)°In(3z+2) +1 2.14
v=Ci0Br+2)°+ T+ g (37 +2) e +2) 1] (2.14)
megoldasa a
(32 4+ 2)%y" (92 + 6)y’ — 36y = 32 + 4v + 1 (2.15)
differencialegyenletnek.

3. Oldjuk meg a fejezetben szerepelt nem-megoldott kezdeti érték problémat! Milyen parti-
kularis megoldésokat kapunk, ha kévetkezs kedzeti feltételeket véalasztjuk:

(a) ¥(0) =10, ¥'(1) = 1, Ypart =
(b) y(2) =1, y'(1) = 10, Ypare =

(c) y(— 3) 9 Y (7) =3, Ypart =
(d) y(10) =10, y'(1) = =1, Ypart =
(e) y(0) =0, y'(0) =0, Ypart =
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2.2. Els6rendii differencidlegyenletek

Elsérendi, y'-ben elséfoku differencidlegyenletek altalanos alakja
M (z,y)dz + N(z,y)dy =0 (2.16)

ahol M(x,y) és N(x,y) valamilyen tartoméanyon értelmezett folytonos fiiggvények, melyektol
fliggGen mas-més modszereket alkalmazhatunk. Ebben az alfejezetben ilyenre latunk néhany
példat!

Kitérdképpen megjeqyezziik, hogy az elsdrendd differencidlegyenleteknek
érdekes geometriai jelentés tulajdonithato. Eqy

dy
- — 2.17
P AC) (2.17)
explicit alaku differencidlegyenlet az (xq,yo) pontban egy irdnyt hatdroz
meg. Bz az
dy
m = =l = f(20,%0) (2.18)

irdnyhatdrozd (vé. a derivdlt szemléletes jelentése 1.2. dbra) ahhoz az in-

tegralgorbéhez (megolddsgirbéhez) hizhato érintd, amely dthalad az (xq,yo)
ponton. Ezen irdnyok dsszességét iranymezdnek nevezzik. (Képzeljik el

és rajzoljuk meg a y' = 3x° + 2z diffegyenlet irdnymezdjének néhdny vek-

tordt!)

2.2.1. Explicit alak, els6rendii differencidlegyenletek

Ha a (2.16) egyenlet rendezéssel a

dy dy
=7 < = 2.19
o= (@) vagy - =g(y) (2.19)
alakra hozhato, kedzeti feltétel alakt els6rendt diffegyenletrsl beszéliink. A diffegyenlet altalé-
nos megoldasa

y:/f(x)dx:F(x)—i—c , vagy xz/%:G(y)ch (2.20)

Példak
1. Oldjuk meg a kovetkezd diffegyenletet: ¢’ = 2sin(zx).

A megoldas az egyenlet mindkét oldalanak integralasaval all els: y = —2cos(x) + ¢

. 1 . <z . £ sz 2
2. Keressiik meg az ¢y = T differencidlegyenlet azon partikularis megoldasat, mely athalad
a P(0;1) ponton.

Integralva: y = In|z + 1|+ Inc.
A kedzeti feltétel azt jelenti, hogy ha = 0 akkor y = 1, azaz 1 = Inc — ¢ = e. Igy a
keresett partikularis megoldas: y = Ine|z + 1| =In |z + 1| + 1.
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Gyakorl6 példak
1. Oldjuk meg az y'y® = 1 differencidlegyenletet gy, hogy ...

(a) ... a kedzeti feltétel y(1) = 3.
(b) ... meghatarozzuk azt a partikularis megoldést, mely atmegy a P(3,10) ponton.

(c) ... hatarozzunk meg legalabb egy olyan y(a) = b kedzeti feltételt, melyhez nem
tartozik partikularis megoldas.

2.2.2. Szétvalaszthato valtozoja differenciadlegyenletek
Az
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 (2.21)
els6rendii differencidlegyenlet valtozoi szétvalaszthatok, ha az egyenlet felirhatd az

fi(@)gi(y)da + fo(z)g2(y)dy =0 (2.22)

alakban. Ugyanis, ha a g1(y) fo(z) # 0, akkor ezzel osztva az egyenletet

h@), e, (2.23)

L@ T g™

egyenletre jutunk, amelyet més jeloléssel felirva
F(z)dx + G(y)dy =0 (2.24)

lathato, hogy a véltozokat szétvalasztottuk. A differencidlegyenlet altalanos megoldasa igy in-
tegralassal megadhato:

/ Fla)dz + / Gly)dy = C (2.25)

Altalaban ugy érdemes a tagokat gyiijteni, hogy a két valtozo az egyenlet két oldalan szerepeljen.
Azonban arra iigyelni kell, hogy az adott valtozot tartalmazé tagok azon az oldalon legyenek,
ahol a nekik megfelel6 dz vagy dy kifejezés szorzoként szerepel.

Példa

100 gramm cukrot vizbe szorunk. Az oldodas sebessége a még fel nem oldott cukor mennyi-
ségével aranyos. Irjuk fel a folyamatot leiré differencialegyenletet!

Legyen a t masodperc alatt feloldodott cukor mennyisége ¢ gramm. Ha kis dt id6 alatt dq
mennyiségl cukor oldodik fel, akkor az oldodas sebessége % és ez arédnyos a még fel nem oldo-
dott cukor mennyiségével, azaz

dq

k(100 —
7 ( q)
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ahol k valamilyen aranyossagi tényezs. Ez az egyenlet szétvalaszthato valtozoju differenciél-
egyenlet (hisz ha nem az lenne, nem ebben az alfejezetben szerepelne példaként), igy megold-
hatjuk integralassal:

dg
100 — ¢
—In(100 — q) = kt — ¢
100 — g = e *Fe = Ce ™
q =100 — Ce "

= kdt

ahol C' = e°. Ennyi gramm cukor lesz t masodperc milva a vizben oldott allapotban.

Gyakorl6 példak

1. 2¥dr+x(y+1)°dy =0
2_ o
2. y%f;zy’ + 22 =3y

3. (1+2%)dy — 2?ydx =0

2.2.3. Egzakt differencidlegyenletek
Az

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 (2.26)

els6rendd differencidlegyenletet akkor nevezziik egzaktnak, ha

OM(x,y) _ ON(z,y)

= 2.27
Ay ox ( )

Tehat ebben az esetben létezik olyan F'(x,y) fiiggvény, hogy

OF (z,y) OF (z,y)
- M =N 2.28
e (z,y) oy (z,y) (2.28)
tehat

M(z,y)dr + N(z,y)dy = dF(z,y) (2.29)

vagyis a differencidlegyenlet bal oldalan az F' fiiggvény teljes differencialja all. A differencial-
egyenlet teljes megoldasa igy

F(z,y)=C (2.30)

Ezen ismeretlen fiiggvény meghatarozasara két modszer is lehetséges.
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1. Mivel
OF
— =N 2.31
o (z,9) (2.31)
az F' figgvény megadhato
Fla) = [ Ney)dy + f(a) (2:32)
alakban egy egyel6re ismeretlen, csak z-t6l fiiggd, fiiggvénnyel. Mivel azonban
OF
— =M 2.33
e (z,9) (2.33)
ezért
0
o | | N@ydy+ f(2)| = M(z,y) (2.34)
azaz
ON(z,
[y ) = M) (2.35)

amibdl az ismeretlen f(x) fiiggvény kiszamithato:

o) = / {M(x,y)— / %dy} dx (2.36)
Ezt felhasznalva adodik, hogy
F(z,y) = /N(a:,y)dy+/ [M(x,y) —/%dy} dx (2.37)

Azonban forditva is eljarhattunk volna, azaz az x valtozd helyett y valtozot is hasznal-
hattunk volna. Abban az esetben a kovetkez§ Osszefiiggést kapnank:

Flo,y) = / Mz, y)dz + / {N(x,y)— / %}j’w(ix] dy (2.38)

(Feladat: Bizonyitsuk be, hogy a (2.38) kifejezés tényleg igaz!)

. Az F(z,y) fiiggvény a dF teljes differencialjabol vonalintegrallal is kiszamithat6. Az in-

tegralas a T tartoméanyon! Az integralas a T tartomany valamely tetszéleges (o, o)
pontjabol kiindulé, tetszGleges, teljes egészében a T-ben fekvé gorbe mentén torténik.
Ha a gorbét célszertien gy valasztjuk, hogy az a koordinatatengelyekkel parhuzamos
szakaszokbol alljon, akkor

Fla) - | "M, yo)de + / " (o, n)dn (2.39)

LA T tartomanyt tgy valasztjuk, hogy azon mindkét fiiggvény folytonos és differencialhaté legyen. A gya-

korlati példamegoldasban altaldban az R2, azaz a teljes valos szamsik.
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Példa

1.

Oldjuk meg a kovetkezd differencialegyenletet: (423y® — 2zy)dx + (3zty? — 2%)dy = 0
A differencidlegyenlet egzakt, mert

0
8—y(4:1:3y3 — 2xy) = 122°y* — 22 (2.40)
0
%(Sx‘lyQ — %) = 122%* — 2z (2.41)
Ekkor teljes differencidlkeént integralva a (2.32) egyenletnek megfelelGen:
Pla) = [('s? - o)y = o's* — oy + (@) (2.42)
azonban a (2.33) egyenlet miatt
0
%(acély3 — 2%y + f(z)) = 42°y® — 22y (2.43)
azaz
4oy — 2xy + f'(x) = 42°y® — 2xy (2.44)
amibdl latszik, hogy f'(z) = 0 azaz f(z) = C. Ebbdl az egyenlet altalanos megoldasa
Fz,y) = 2"y’ — 2’y +c (2.45)
egyenlet alapjan:
gty — 2Py =C (2.46)

A megoldast vonalintegralos modszerrel is kereshetjiik. Ekkor legyen a kezdSpont az origo,
a végpont pedig (x,y) tetszGleges koordinataju pont. Az integracios ut el6bb legyen a
(0,0) = (z,0), majd a (z,0) — (z,y) a 2.1. abranak megfelelGen. Az els§ szakasz az z-
tengelyen van, ekkor y = 0, a masodik az y-tengellyel parhuzamosan halad az y-tengelytél
x tavolsagra. Ekkor

x 3 Yy
F(z,y) = / (4€% - 0% — 2¢ - 0)d€ + /(3x4772 — 2% dn =0+ [31:4% — x%} =zl — 2%y
0 0
(2.47)
A differencidlegyenlet &ltalanos megoldasa tehat

aly — 2Py =C (2.48)

Gyakorl6 feladatok

- o=

(22 — y)dr — 2zdy = 0
(22% + 3y)dz + Bz +y —1)dy =0
/

Yy = —g Ertelmezziik a kapott megoldast!

Oldjuk meg mindkét modszerrel a (z + ycosx)dx + sinzdy = 0
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2.1. 4bra. Az integralasi utvonal

2.2.4. Els6rendii linearis differencialegyenletek
Az
y +yP(x) = Q) (2.49)

alaku differencidlegyenletet elsérendii linearis differencidlegyenletnek nevezziik. Ha Q(x) = 0
akkor az egyenlet homogén, ellenkezé esetben inhomogén egyenletrdl beszéliink. A differenci-
alegyenletek fajtainal megtargyaltuk, hogy vannak allando, illetve kedzeti feltétel differenciél-
egyenletek is. Ezekre példa:

3y + 2y =¢€" (2.50)
y +2zy =sinx (2.51)

Mind a két egyenlet linearis, inhomogén, kozonséges differencidlegyenlet, de az els¢ allandé
egyiitthatos, a méasodik viszont fiiggvényegyiitthatos.
Els6rendti homogén linearis differencidlegyenletek

Ugyanakkor az

Yy +yP(x)=0 (2.52)
alaku differencidlegyenlet szétvalaszthatd valtozoju differencidlegyenlet is, hisz

dy

—=-P 2.53

Y~ Py (2:53)

d

Y~ _P(z)da. (2.54)

Y
Ezt integralva kapjuk, hogy

In|y| = —/P(w)dw +c (2.55)

s igy az altalanos megoldéas elGall

y = Ce~/ P@d (2.56)

alakban, ahol C' tetsz6leges konstans.
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Példa

Egy radioaktiv mintdban az idGegység alatt elbomlé magok szama ardnyos az elemben 1évé
magok kezdeti szamaval és egy bomlasi alland6 nevid konstanssal, A\-val. Felirva az egyenletet:

dN = —ANdt (2.57)

dN

— = —AN 2.58
vagyis a bomlasi térvény igy

N = Nye ™ (2.59)

Gyakorl6 feladatok

1.y +32°y =0

2. xy —y + 22 =0

3.y —2ytanx =0
Els6rendli inhomogén linearis differencidlegyenletek. A Lagrange-féle dllandék va-
ridldsdnak maédszere

Az els6rendii inhomogén differencidlegyenlet altalanos alakja
Y + Plx)y = Q). (2.60)

A P(xz) lehet allando, vagy fiiggvény egyiitthato is. A Q(z) fiiggvényt forrasnak vagy zavaro
fiiggvénynek nevezziik. Az ilyen differencidlegyenlet altaldnos megoldasa

y=Y +yo (2.61)
ahol Y az adott inhomogén egyenlethez tartozo
Y'+ P(x)Y =0 (2.62)

homogén egyenlet altalanos megoldasa, yo pedig az inhomogén egyenlet egy partikularis meg-
oldasa. Az el6z6 rész alapjan a homogén rész altalanos megoldasa a (2.56) Osszefiiggés alapjan
adhato meg. A partikuléaris rész megoldasat most a Lagrange-féle allandok varidlasdnak mod-
szerével keressiik. A modszer lényege, hogy az inhomogén egyenlet vy, partikularis megoldasat a
mar ismert homogén egyenlet megoldasahoz hasonlé szerkezetiinek tételezziik fel. A kiilonbség
az lesz, hogy az alland6 nem allando lesz a partikularis esetben, hanem fiiggeni fog z-t6l: C'(z),
azaz

yo = C(x)e  P@1dz, (2.63)

A kérdés igy az, hogy milyen C(z) mellett lesz az yo az inhomogén egyenletnek megoldésa.
Kiszamitva a derivaltat

o = C'(w)e TP 4 Ca)e P (—P()) (264)
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majd ezt behelyettesitve az eredeti inhomogén egyenletbe
C'(z)e~ IP@ _ CO(z)P(z)e™ I T@d 4 p(2)C(z)e™ I P@ = Q(x) (2.65)
amibdl adodik, hogy
C'(x) = Q(x)el P (2.66)

Vegyiik észre, hogy ebben az egyenletben a C'(z) nem szerepel. Ez rendkiviil fontos, hisz igy
tudjuk az egyenletet integralni anélkiil, hogy tudnank a C(z) alakjarol barmit. (Ez azért fontos,
mert ha szigorian akarjuk a dolgot felfogni, akkor integraléas el6tt az adott fiiggvényrdl be kéne
latni, hogy az integralhato-e és ha igen, milyen feltételek mellett.)

C(x) = /Q(m)efp(x)dxda: (2.67)

Ezzel a C(x) fiiggvényt meghataroztuk. Igy az inhomogén rész egy megoldasat felirhatjuk a

yo = C(2)Y = {/ Q(x)efp(“)dxdx] e~/ P@)de, (2.68)

Figyelembe véve a homogén részrél mondottakat az inhomogén differencidlegyenlet altalanos
megoldéasa

y=yo+Y =e JPO® ( / Q(x)el P@d gy 4 c) (2.69)

Ugyanehhez a megoldashoz jutunk, ha észrevessziik, hogy

— (el PO) = ZLel POy pa)el PO = eI P () 4 yP(a))  (2.70)

azaz e/ P@dr ooy qn. | amely az inhomogén egyenlet bal oldalat teljes differencialba viszi at.

Szorozzuk meg tehat az inhomogén egyenlet mindkét oldalat az integrald tényezovel. Ekkor

d
B <y€fP(a:)dx> _ efP(x)de(l,) (2.71)
dx
Mind a két oldalon integralva
yel P@)de / Q(z)ef @i L ¢ (2.72)

amibdl

y = e /@i (/ Q(z)eP @y 1 C) . (2.73)
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Példa
Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet:
y—L =230 -2 (2.74)
x
Elsé megoldds: Oldjuk meg elGszér a homogén egyenletet
Y
Y ——=0. (2.75)
x

Ez egy szétvalaszthato valtozojiu egyenlet, melynek megoldasat az el6zé fejezetek alapjan az

Olvasora bizzuk. A megoldas

Y =Cx

(2.76)

Most keressiik meg az inhomogén egyenlet egy vy partikularis megoldasat. Mint els6 megoldas,

ezt az allando varidlasanak modszerével tessziik.

Tehat

azZaz

C
C'(zx)x+ C(x) — (j)x =22 +3r—2
amibdl
C'(x) = 3——
(x) =2+ .
vagyis

2

O(z) = ‘% + 3z — 2In ||

Ennek megfelelGen a partikularis megoldés
23

Yo = E%—Bx? — 2z 1n |z|

és igy az altalanos megoldas

3
y:Y+yo:x—+3x2+Cx—2xln|x|.

2

(2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)



26 FEJEZET 2. KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK

Mdsodik megoldds: Mivel

1
/P(m)dw = /——dx =—Inzx (2.83)
x
igy az integral6 tényezo
1
efP(:r)d:v _ eflnx _ - (284)
x
alakd. Ennek segitégével
1
J_ / —(2% + 3z — 2)dx (2.85)
x x
vagyis
2 x?
y=1z r+3——)de=x 5+3x—21n|9§|—|—0 = (2.86)
x
23
=5 7 322 — 2z In |z| + Cx. (2.87)

Gyakorl6 feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy a fenti példa végeredménye valoban megoldasa a differencidlegyen-
letnek.

2. Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenleteket mindkét modszerrel:
e y/'sin(z) —ycos(z) = —1
o (x—2)y —y=2(x—2)°
oy —y==x

w3y + (2 — 32?)y = 223

22 -2y — (1+2)’y=V1-2a?

2y —y = sin 2z
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Els6rendii allandé egyiitthatos linearis differenciidlegyenletek.

Az els6rendii kedzeti feltétel linearis differencidlegyenletek altalanos alakja

ay’ + by = Q(x). (2.88)

Természetesen ha Q(z) = 0 akkor homogén, ellenkez$ esetben inhomogén egyenletrdl beszéliink.
Mivel az kedzeti feltétel egyenletek a kedzeti feltétel egyenletek egy specidlis fajtajat adjak, ezért
az el6z6ekben megtanult modszerek itt is alkamazhatéak. Azonban most egy olyan modszert
mutatunk be, amely csak ebben a specilis esetben alkalmazhat6 és csak akkor, ha a Q(x)
fiiggvény (vagy ) specilis alaka. Ha a

e polinom,

e exponencidlis fiiggvény?,

e sin(ax + ), cos(ax + B) alakt trigonometrikus fiiggvény?,

e illetve ezek Osszege, kiilonbsége, szorzata, vagy szorzatdnak Osszege vagy kiilonbsége

akkor az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat ugyanolyan tipusu fiiggvényként ke-
reshetjiik, mint amilyen tipusti a maga, csupan azzal a kiilonbséggel, hogy az egyiitthatokat
hatarozatlannak vélasztjuk. Ezt nevezziik probafiggvénynek. A hatarozatlan egyiitthatokat a
megoldasnak a diffferencialegyenletbe valé visszahelyettesitésével és a kapott egyenletet megol-
dasaval hatarozhatjuk meg.

Elsfordulhat, hogy a homogén egyenletbsl adodd megoldas és a alapjan felirt probafiiggvény
nem linearisan fiiggetlen, vagyis a hanyadosuk &allandé. Ekkor rezonanciarol beszéliink. Ekkor
vagy az el6zGekben hasznalt valamelyik modszert alkalmazzuk, vagy a Q(x) alapjan felirt pro-
bafliggvényt megszorozzuk z-szel és igy a yo — xyo probafiiggvényt hasznaljuk.

Azért érdemes ezt a modszert megtanulni, mert ha alkalmazhato, akkor a szdmolasok lényege-
sen konnyebek. Példaul nem kell integralni, ami sok esetben, féleg egy ZH példa esetén nagy
kénnyebbséget jelenthet.

Attekintésképpen nézziik a kovetkezs eseteket:
1. Legyen Q(z) = z* ! Ekkor a probafiiggvényiink yo(z) = Az? + Bz + C

2. Legyen Q(z) = sin(az + ) vagy Q(x) = cos(ax+ ) ! A probafiiggvény mindkét esetben
yo(x) = Asin(ax + 8) + B cos(ax + )

3. Legyen Q(z) = xz?¢*" ! Ekkor a probafiiggvény yo(x) = (Axz? + Bx + C)e* .

2 Az exponencidlis fiiggvény felirhat6 egy végtelen hatvanysor alakjaban.
3A trigonometrikus fiiggvények tulajdonképpen exponencialis fiiggvények egy specidlis kombinAcidja.
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Példak

Oldjuk meg az el6z6 fejezetben feladott példat a most tanult modszerrel: 2y’ — y = sin 2.

2Y' —Y =0

(2.89)

homogén egyenlet megoldasa: Y = Ce2. Az inhomogén egyenlet megoldéasat, mivel a trigono-

metrikus
Yo = Asin2x + Bcos 2w
alakban keressiik, melynek derivaltja
Yo = 2A cos 2x — 2B sin 2x.
Ezt az eredeti egyenletbe helyettesitve
4A cos2x — 4B sin 2z — Asin 2z — B cos 2z = sin 2x
Ez az azonossag akkor teljesiil, ha
4A—-—B =0 és —4B—-A=1.

Vagyis

lgy
r .
Yo = ——=(sin 2z + 4 cos 2x).
17
Es igy az altalanos megoldas

< 1
y=Y +yy=Ce2 — 1—7(sin2x—|—40082$).

Gyakorl6 példak
Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket:
oy —y=2a’
o iy — 4y = 8x® — 3x +sin 3z

3

oy —3y=1e3—2%+sinx

o iy —2y=23e* (!)

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)

(2.95)

(2.96)
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2.3. Masodrendii differenciidlegyenletek

Rovid motivacioként megjegyezziik, hogy a mésodrendii differencidlegyenletek a klasszikus
mechanikdban rendkiviil fontosak. Természetesen vannak egyéb alkalmazasi teriiletek is. Mivel
Newton II. axiéméja, a dinamika alaptérvénye egy masodrendi differencidlegyenlet, igy nem
meglepd, hogy a mozgésok lefrasara az ilyen differencidlegyenletek megoldasa elkeriilhetetlen.

A maésodrendd differencidlegyenlet altalanos alakjat implicit formaban szokis megadni, ami
most nekiink nem érdekes. Minden targyalt tipusnal a masodik derivaltat explicit ki tudjuk
fejezni, azonban ez még nem biztositék arra, hogy meg is tudjuk oldani a differencidlegyenle-
tet. S6t, altalaban egy masodrendi differencidlegyenlet megoldasanak elGallitdsara nincs mod.
Azonban specialis tipusaira léteznek receptek, melyek koziil megtargyalunk néhanyat az elko-
vetkezend§ fejezetekben.

2.3.1. Hianyos masodrendii diffegyenletek, " = f(x) alakt diffegyenle-
tek

A legegyszertibb masodrendii differencidlegyenletrél azonnal latszik, hogy kétszeri integra-
lassal megadhat6 az altaldnos megoldas:

y" = f(z)
y = /f(:z:)d:r: +c

Y= / da ( / da f(ac)) + o+ o (2.97)

Oldjuk meg a szabadesés mozgésegyenletét tigy, hogy a légellenallastol eltekintiink!

Példa

ds?
i =
ds
% = gt + C1
S = th + Clt + Cy (298)

Mivel fizikai példarol van szo, el kell gondolkodnunk, vajon mi a két integralasi konstans je-
lentése. A dolog azonnal megvilagosodik, amint a kezdeti feltételeket tisztazzuk. A bevezetd
fejezetbol tudjuk, hogy ahanyad rendi a differencidlegyenlet, annyi kezdeti feltételt kell kironi:
jelen esetben kett6t, hogy a két integrélasi konstanst meghatarozzuk. Ha a fizikai jelenségre,
azaz a szabadesésre gondolunk, vilagos, melyik ez a két mennyiség: milyen magasrol és mekkora
kezdGsebességgel kezdte meg mozgasat a targy. Jol jegyezziik meg, hogy minden ilyen mecha-
nikai példa esetén a két kezdeti feltétel a mozgas kezdGpontja és a kezdGsebesség lesz.

A mi esetiinkben tehéat a kovetkezGket tehetjiik fel, csupan a példa kedvéért. A szabadesés
h magassagban és vy kezd@sebességgel kezd6dott, azaz a t = 0 idGpillanatban ezek az értékek
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voltak. a (2.98) mésodik egyenlete épp a sebességre vonatkozik. Igy a t = 0 helyettesitéssel
adodik, hogy ¢; = vy. Es ugyanigy a harmadik egyenletben adodik, hogy ¢o = h. Azaz a kedzeti
feltételekkel az altalanos megoldas a jol ismert torvény:

s = th + vt + . (2.99)

Gyakorl6 példak
Oldjuk meg a kdvetkezd differencidlegyenleteket!
L. (1+tanz)?y” =1

2. 2+ In2?)y” =sinx

2
. x— .
3. ¢y = lima,_geas sinx

2.3.2. Hianyos maéasodrendii diffegyenletek, F(z,y’,y”) = 0 alaka diff-
egyenletek

Ha a differencidlegyenletiinkbdl az y hianyzik, a probléma kdnnyen visszavezethetd két el-
s6rendi egyenlet megoldésara az

y' = p(r) (2.100)

helyettesitéssel. Ekkor az eredeti egyenlet F'(z,y/,y") — F(z,p,p’) elsérendii egyenletbe megy
at és igy ezt, valamint a helyettesitést jelents egyenletet kell megoldanunk.

Példa

Lassuk az el6z6 példafeladatot egy kicsit megbonyolitva. Ismeretes, hogy a légellenallas-
t6l valo eltekintés csak kisebb magassagrol torténd esések esetén jogos. Ha magasabb helyrdl,
példaul egy repiilébél ejtiink ki egy targyat, akkor egy id6 utan a légellendllas miatt konstans
sebességgel fog zuhanni. A légellenéllasbol szarmazo csillapitas a sebesség négyzetével aranyos?.
Az aranyossagi tényezé legyen k?. Vagyis egységnyi tomegt testre a kovetkezSképpen irhatjuk

fel a differencidlegyenletiinket:
d*s ds\ >
—=g-K(—=) . 2.101
az 7 (dt) (2.101)
ds _

Az kordbban elmondottak alapjan végezziink helyettesitést: 5 = v, igy

— =g — k%% (2.102)

Megjegyezziik, hogy ez is csak egy kozelités. Kis sebességek esetén, mint a 4.3.4. példaban a sebességgel
aranyos a csillapitds. Egész nagy sebességeknél mar minden ilyen kozelités elromlik. Ennek oka a test mogott
képz6ds turbulencidkban keresendd, melyek analitikus kezelése nagyon nehéz és csak specidlis esetekben ismertek
zart formulék a jelenségek leirasara.
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Ez az egyenlet egy szétvalaszthato valtozoju elsérendi differencidlegyenlet, megoldasit integ-

ralassal kapjuk:
dv
—— = [ dt. 2.103
/ g — k*v? / ( )

Az integral eredménye(ld.:1.1. tablazat):

atanh
p—C (2.104)
kv

Rendezziik ezt v-re és integraljuk a kifejezést, hogy megkapjuk x-et:

vk
g

v = \/75 tanh(k+/gt)
_ [ _ [V _
v=fv=[5= tanh(k+/gt) = = In cosh(k+/gt) + ho (2.105)
Megkaptuk az altalanos megoldést. Ellenérizhets, hogy a limy_,o esetben éppen x = % + hyg.

Valosziniileg senki nem tudja hirtelen elképzelni a Incosh(x) fiiggvényt, ahogy a jegyzet irdja
sem, gy kiilonbozd k értékekre abrazoljuk a megoldast hy = 100, vy = 0 kedzeti feltételekkel a
2.2. abran.

Szabadesés kilonbzd légellenallasi tényezdkkel

100 RSEALITTY/ T | T l ' ' !
E i 1T 3 :
' i ] ‘ : :
A H L LR a
: ! : : S+ Xx !
55, x,
. . : ‘0;+ :xxxx :
H | . . | + . N
60 - ............ ............ ............ ...... Q'd";'%‘; ...... ’.‘.x.x.*.).( .............. ________ -
‘o * xx
— ' o ++ Xx
= : i : : : : © * X%y
—_ 40 : | : : 3 ; C. : "x>c1
= . S I T — . b T A i
. . | . ! : [0} + :
k=0.1 ot
20 | k=0.2 S S SO SRR S SR °o -
k=0-3 00 ++
k=0.4 o
0+ k=0.5 oa _________ _
non ° o)
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©
o
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o
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2.2. abra.
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Gyakorl6 feladat

Hatarozzuk meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos megoldésat:
1. (2x)%y" = 4a* — dxy/

9. <y// + y/)2 _ 2y/y// _ y/2 _ y//
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2.3.3. Hidnyos maéasodrendii diffegyenletek, F'(y,v',y") = 0 alaka diff-
egyenletek

Ha a méasodrendd differencidlegyenletbdl a fiiggetlen valtozo hidnyzik, akkor is visszavezet-
hetd két elsérendi egyenletre, de itt a helyettesités v’ = p(y). Mivel a p az y-tol fiigg, ezért

w_dy' _dply)dy _dp , dp

= = 2 = = : 2.106
4 dy dy dx dyy dyp ( )
Eredeti egyenletiink helyett tehat az
dp
F — ] =0 2.107
(y,p, dy) ) (2.107)
y' =p(y) (2.108)
egyenleteket kell megoldani.
Példa
Oldjuk meg az alabbi egyenletet:
A helyettesités igy
dp
"= "= — 2.110
y=rly) v =g p (2.110)
vagyis a megoldandé diffegyenlet
Doy = op(p— 1) (2.111)
dypy = 2p\p .
Egyszeriisitve
dp
—y=2(p—1 2.112
" (p—1) (2.112)
Integralva
=
2(p—1) Y
In(p—1)=Iny+1Inc
p=y*t+1 (2.113)
S mivel p =y
y/ — y202 + 1
d
de = — 2y
yéct +1

1
y = —tan(cx + k) (2.114)
c
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Gyakorl6 feladatok
Oldjuk meg az alabbi egyenleteket
Loy —y° =y
2. (y%y) =0

2.3.4. Alland6 egyiitthatos, homogén masodrendt linearis differenci-
alegyenletek

A homogenitas ebben az esetben is gy értendd, ahogy az els6rendii egyenletek esetében.
Az kedzeti feltétel, homogén masodrendi linearis differencialegyenletek altalanos alakja

ay” + by +cy = 0. (2.115)

Azonnal latszik, hogy az y = 0 trividlisan megoldja az egyenletet. Nyilvan szeretnénk nem-
trivialis megoldast is talalni.

Legyen az egyenlet egy partikularis megoldasa y = €. \ egyelSre ismeretlen. Ezt helyette-
sitve az egyenlet atmegy egy algebrai egyenletbe, az un. karakterisztikus egyenletbe:

aN’ +bA+c=0 (2.116)

Mint az tudott, egy ilyen masodfokt egyenlet esetén a D diszkriminans értékétsl fliggGen harom
eset valosulhat meg:

1. D > 0 eset: Ha pozitiv a determinéns, akkor két valds gyoke (A1, A2) van az egyenletnek,
vagyis az eredeti egyenletnek két linearis fliggetlen megoldasa irhato fel

g1 = €M7 gy = M7 (2.117)
Igy a differencialegyenlet altalanos megoldasa a ketts dsszege (a linearitas miatt)

Y = iy + coyp = 1M + pe™2® (2.118)

2. D =0 eset: Ha a determinans zérus, akkor az egyenletnek csak egy kétszeres gydke van,
ezért a partikularis megoldas

Y = e (2.119)

alakban irhat6. Belathato, hogy az allandok varidlasanak modszerével megadhatd egy
mésik linearisan fiiggetlen megoldés

Yy = xe” (2.120)
alakban, vagyis az altalanos megoldas a
Y = eM(c; + o) (2.121)

alakn lesz.
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3. D <0 eset: Ha a determinans negativ, akkor az egyenletnek két kompler gydke van.
Legyenek ezek A\ o = o £ i3. Most a két linearisan fliggetlen partikularis megoldas

yp = et gy — ela=ifle, (2.122)

Ha felhasznaljuk a komplex szamokra vonatkozd Euler-féle felirast, akkor az altalanos
megoldas

Y = e*(cy cos Bz + co8in fx) (2.123)
alakban irhato.

Orvendetes, hogy egyik esetben sem kellett integralnunk, csupan egy masodfoki algebrai
egyenletet megoldani.

Harmonikus rezgmozgas vizsgalata
A csillapitatlan rezgémozgas differencialegyenlete
i = —wy. (2.124)
Ezen egyenlet karakterisztikus egyenlete
N —w? =0, (2.125)
melynek két linearisan fiiggetlen megoldasa
Ao = Fiw (2.126)
ezért a két linedrisan fliggetlen megoldas
y; = coswt Yo = sinwt. (2.127)
Az altalanos megoldas elGall, mint
Y = c¢; coswt + ¢y sinwt. (2.128)

Az integralasbol szarmazo konstansok (cq, ¢2) szokas szerint a kezdeti feltételek figyelembe véte-
lével adodnak. Legyen a kezdeti id6pont ¢ = 0, amikoris az y(0) = 0, azaz példaul az egyensilyi
helyzetben adunk egy pofont a testnek, melyhez egy 3/(0) = vy kezdGsebesség tartozik. Igy

Y(0)=0=¢ Y'(0)=1vy=cow (2.129)
azaz
Y = Lsinwt (2.130)
w

Lehetett volna az egyenstlyi helyzetbdl kitéritett, keziinkben tartott, majd a ¢ = 0 pillanatban
elengedett test kezdeti feltételét is vizsgalni. Ekkor y(0) = A és y'(0) = 0. Ekkor

Y0)=A=¢ Y'(0)=0=cw (2.131)
vagyis ekkor
Y = Acoswt (2.132)
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Csillapitott rezgémozgas vizsgalata
Abban az esetben ha van csillapitas, példaul valamilyen okbol a test surlodik, az egyenlet a
mij = —w’my — 2sy (2.133)

egyenlet adja a mozgasegyenletet. Ha végigosztunk m-mel és bevezetjiik a = = k mennyiséget,
mely igy a tOmegegységre juto csillapitast jelenti, és rendezziik, akkor az

ij + 2ky + w’y = 0 (2.134)
egyenletre jutunk®. Ennek karakterisztikus egyenlete

N4+ 2kX +w? =0 (2.135)
amelynek gyokei

—2k + 4k? — 4w?
. A N
k és w nagysagatol fiiggben harom esetet lehet megkiilonboztetni.

A1g = (2.136)

1. eset: legyen k* — w? > 0, azaz k > w. Ez azt jelenti, hogy a sturlodas a rezgést kivalto

erGhoz képest nagy. Ekkor a karakterisztikus egyenletnek — 1évén a determinans pozitiv —
két valos gyoke van és mindkettd negativ. Ezt konnyen be lehet latni a (2.136) egyenlet
alapjan. A differencidlegyenlet altalanos megoldasa igy

Y = cieMt + cpe (2.137)
Kezdeti feltételnek valasszuk
Y (0) = 0,Y(0) = vy > 0. (2.138)
Ekkor adodik, hogy
O=c +c
Vg = A\1€1 + AaCo. (2.139)
Az egyenletrendszert megoldva
o = Allf’& o= AzlfAl (2.140)
és igy a kezdeti feltételek kielégité megoldas
Y = ﬁ(e’\lt — M), (2.141)

Vizsgéaljuk a megoldéast! Mivel a A\; > Ay ezért Y > 0. A t = 0 id6pontban Y = 0, majd
egy t; id6pontban eléri a maximumat, és tovabbi ¢t idével zérushoz tart. A rezgés aperio-
dikus. Az ilyen rezgést tulcsillapitotinak nevezziik.

Végezziink fliggvényvizsgalatot a t; idé6pont megéllapitasara!
2. eset, ha a determinans nulla, vagyis ha k£ = w.

3. eset, ha a determinans negativ, vagyis ha k% —w? < 0

5Vegyiik észre, hogy a szabadesés esetén 2.3.2. fejezetben a sebesség négyzetével volt aranyos a csillapitas,
azonban itt azonban csak a sebességgel
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Gyakorl6 feladatok

Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenleteket
1. y" — Ty =10

2. 8y +22y = —15

3.y —2y=-1

4. 4"+ 3y = —4

5.y — by =14

2.3.5. Allandé egyiitthatés, inhomogén masodrendii linearis differen-
cidlegyenletek. A prébafiiggvény mdédszere

Az el6z6 fejezetben megtargyaltuk a
ay" +by +cy=0 (2.142)

homogén egyenlet altalanos megoldasanak keresését. Ebben a fejezetben az inhomogén egyenlet
partikularis megoldasat hatarozzuk meg. Amennyiben a zavaréfiiggvény specialis alaki, ahogy
azt az els6rendd esetben is targyaltuk, hasznalhatd az un. probafiigguény mddszere. Ugyanugy,
ahogy az els6rendii esetben, itt is igaz, hogy a zavarofiiggvénynek a kovetkezd alaktnak kell
lennie:

e polinom

e exponencialis

e trigonometrikus fliggvény

e vagy ezek Osszege, szorzata, Osszegének szorzata, szorzatanak Osszege.

Ekkor az inhomogén egyenlet 1y, megoldasat olyan alaktnak tételezziik fel, amilyen maga a
zavarofiiggvény, csak az egyiitthatot tekintjiik ismeretlennek. Az igy felirt fliggvény lesz a pro-
bafiiggvény. Mindent egészen gy kell csindlnunk, mint az elsérendii esetben, vagyis ha polinom
a zavarofiiggvény, akkor a probafiiggvénynek egy annyiad rendd polinomnak kell lennie, mint
a zavard fliggvény, de az alacsonyabb rendi tagokat is tartalmaznia kell, akar tartalmazza a
zavar6 fiiggvény azokat, akar nem. A helyzet ugyanez a trigonometrikus fiiggvények esetén is.
Ha a zavarofiiggvény sin(ax + (), akkor a probafiiggvényiink tartalmazza cos(ax + [3) tagot is.

Ahogy az els6rend( esetben, itt is kiilon emlitendé a rezonancia. Akkor beszéliink rezonanciarol,
ha a homogén egyenlet altalanos megoldasa megegyezik a zavarofiiggvény valamely tagjaval.
Belathato, hogy ekkor a zavarofiiggvény alapjan felirt probafiiggvényt vagy annak valamely
tagjat meg kell szorozni z-szel. Ha az igy kapott probafiiggvény megegyezik egy masik tagjaval
a zavarofiiggvénynek, azaz kétszeres rezonancia van, akkor még egyszer megszorozzuk x-szel.
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Példa
Legyen

y' + 5y + 4y =3 — 20 — 2* (2.143)

egyenletiink. A zavarofiiggvény ebben az esetben f(z) = 3 — 2z — 2?. Keressiik meg a homogén
egyenlet altalanos megoldasat! A homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete:

M+ 5N +4=0 (2.144)

Ennek gyokei a \; = —4 és Ay = —1, igy a homogén egyenlet altalanos megoldasa Y =
c1e™* 4+ cye™®. Az inhomogén egyenlet megoldasat a probafiiggvény modszerével a

yo = Az’ + Bz + C (2.145)

alakban felirt A, B és C' ismeretlen egyiitthatokkal rendelkezé probafiiggvénnyel végezziik. Ek-
kor

Yo =2Ar+ B
Yl =24 (2.146)

Ezeket visszahelyettesitve az eredeti egyenletbe adodik, hogy

2A +5(2Ax + B) + 4(A2* + Bx + C) = 3 — 22 — 2? (2.147)
vagyis
4A = —1
10A + 4B = —2
2A+5B+4C = 3. (2.148)

Ezekbél adodik, hogy

A=t
4
1
B=-
8
23
C == 2.149
32 ( )
igy a partikularis megoldas
1, 1 23
= - — 2.150
Yo 28 tEtt g ( )
és az inhomogén egyenlet altaldnos megoldasa
1 1 23
y=Y +yo=cre ¥ +ce " — -2+ -—x+ — (2.151)

4 8 32
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Kényszerrezgés

Az el6z6 fejezetben megvizsgaltuk a harmonikus rezgémozgast szabad és csillapitott esetben.
Ebben a fejezetben a rendszerre egy kiilsé er6t kapcsolunk, a testet rezgémozgasra kényszerityik.
Legyen a gerjeszt6 erd periodikus

F = Fysinw,t (2.152)

Ekkor a mozgast leir6 differencidlegyenlet a
F
i+ wly = —sin wgt. (2.153)
m
Legyenek a kedzeti feltételek y(0) = 0,9(0) = vo. Hatarozzuk meg a kitérés-ids fiiggvényt!

A kapott egyenlet inhomogén. A homogén részhez tartozo altalanos megoldast egyszer mar
megkerestiik. Jelen esetben ez a kedzeti feltételek figyelembevételével a

Y = Dsinwt. (2.154)
W
Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat a probafiiggvény modszerével az
Yo = Asinwgt + B cos wgt (2.155)

alakban keressiik. Ekkor a derivaltak

Yo =wg A cos wet — we B sin wyt

fjo = — wi Asinwyt — w} B cos wyt (2.156)

Visszahelyettesitve az inhomogén egyenletbe

A(w® — wl) sinwgt + B(w?® — w?

E
. g) COS Wyt = EO sin wgt (2.157)

Ha w? — w} # 0, akkor az azonossag csak gy teljesiil, ha

F F
B=0 é Aw -w)="04=—""2__ (2.158)
& m m(w? — w?)
Igy az inhomogén egyenlet y, partikularis megoldasa
Fy :
Yo = —m(w2 —2) sin wet, (2.159)
az inhomogén egyenlet altaldnos megoldasa pedig
y:Y+y0:@sinwt—l——osinw t. (2.160)
w m(w? — w?) &

A megvaldsulé mozgas tehat két allando amplitadéjia, de kiillonb6z§ frekvenciaji rezgémozgés
eredGje lesz. Az értelmezést megkonnyiti, ha bevezetjiik az
We

= 2.161
5y (2:161)
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paraméter, ugyanis ekkor

Fy Fy 1
— 2.162
2 _ wg) mw? 1 — v? ( )

m(w

ahol 1_1V2 = N a nagyitési tényez6. Ha w, << w, a gerjeszt6 frekvencia joval kisebb, mint a

rendszer sajat frekvencidja, azaz a nagyitas N = 1 vagyis a kényszerrezgés amplitudoja alig
valtozik. Ha novekszik a frekvencia, akkor az N is névekszik. A w, — w esetben az N — oo.
Ez a rezonancia jelenségeS. Ha a gerjeszts frekvencia tovabb né, N elkezd csékkenni.

Gyakorl6 feladatok
Oldjuk meg a kovetkezd differencidlegyenleteket:
o v — 3y +2y =e"+ 3e**
o iy — 6y + 13y = x +sin3x
o '+ 6y + 9y = 3e**
Szamoljuk ki annak a rendszernek a rezonanciafrekvencidjat, melynek a kiilsG gerjeszts ereje
o f(z) = L2(cosw,t — sinwyt)

o f(z) = £2(cosw,t — sin® wyt)

6 A mérndki tervezésben a jelenségnek komoly szerepe van. Lasd az 1940-ben atadott és még ugyanabban az
évben leszakadt Tacoma-hid esetét: https://hu.wikipedia.org/wiki/Tacoma_Narrows_hidak


https://hu.wikipedia.org/wiki/Tacoma_Narrows_hidak

3. fejezet

Parcialis differencialegyenletek

A parcialis differencidlegyenletek a tobbvaltozos fiiggvények kiilonb6z6 valtozoinak derivalt-
jai kozott dllapitanak meg kapcesolatot. Gondoljunk a Maxwell-egyenletekre, melyekben szerepel
id6 és koordinata szerinti derivalt is. A hidrodinamika alapegyenletei is parcialis differencial-
egyenletek.

A kozonséges differencidlegyenletek tulajdonképpen a parcialis differencidlegyenletek egyval-
tozos hataresetei. Az elméleti targyalas mar a kdzonséges differencidlegyenletek esetén sem volt
kénnyt, ezért a parcialis egyenletek esetén meg sem kisérli a jegyzet irdja, hogy az cél olvasoko-
zonséget olyan elvont részletekkel terhelje, melyeknek megértéséhez nagyon mély és széleskori
matematikai tudas lenne sziikséges. Masfel6l a kornyezeti alkalmazésok szempontjabol nem
is érdekesek. Jelen jegyzetben két példan keresztiil ismerkediink meg a parcialis differencial-
egyenletek elméletében elGkeriils alapvets fogalmakkal. A jegyzet végén kidolgozott példakon
keresztiil illusztraljuk a megoldasokat.

3.0.1. A rezgd hur egyenlete

Az egyik klasszikus példa parcialis differencidlegyenletre a rezgé har differencidlegyenlete.
Klasszikus mechanikai tudasunkra tdmaszkodva — annak hidnyaban nagyon koncentraltan fi-
gyelve — talaljuk ki a megfeszitett hurra hato eréket. A probléma tehat a kovetkezd: adott egy
[ hossziisagu hiir, mely tokéletesen rugalmas, nyugalmi helyzete az x-tengely, a kitérités iranya
pedig a meréleges az x-tengelyre, vagyis az u tengely irdnyaba esik. A probléméat azokra a
rezgésekre irjuk most fel, melyek esetén a hir pontjai az x tengelyre parhuzamosan az (u,v)
sikban mozognak (transzverzalis sikrezgés). Nyilvanvalo, hogy a rezgést az u(x,t) kétvaltozos
fiiggvény irja le. Feladatunk ennek a fiiggvénynek a meghatarozasa.

Az egyenlet meghatirozasa

Elgszor is irjuk fel a problémat leir6 egyenletet. Tekintsiik a rezgs hur egy = hosszisagu
elemi darabjat (3.1. abra).

A hur tobbi része erre az elemi darabra H huzoerst gyakorol. A H hizoerének a hurelem
két végpontjaban levs, az x tengellyel, illetve az u tengellyel parhuzamos osszetevgjét jeloljiik
X1,U; és Xy, Us-vel. Zarjon be tovabba s H erd irdnya az x tengellyel a P, pontban a; szoget,
a P, pontban ay szoget. Ha feltessziik azt, hogy a hiurt a nyugalmi helyzetébdl csak kicsit”

41
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3.1. abra.

mozditjuk el, azaz csak annyira, hogy a hossza gyakorlatilag ne valtozzék, akkor a; és as Kkis
szogek. Igy élhetiink a kiovetkezd kozelitésekkel:

cosagp ~1 , cosag~1

sina; ~ (%) ,  sinag ~ (2—2) (3.1)

A P hazoer6t negativnak valasztva, a komponensei

)
X, = —Hcosay = —H | lh:—Hmmh:—H(gg
T r=x1

X2 = —H cos Qg = H y U2 =-—H SiIlOéQ =H (%) (32)
z T=x2

Az adott t id6pillanatban a hir nyugalomban levének tekinthetd, tehat a ra hato erck ereddje
zérus. Az x irdnya komponensek Gsszege

Xi+Xo=-H+H=0 (3.3)

azaz valoban zérus. Az u irdnyu komponensek Gsszege

ou ou ou ou
halh=-4 (%)W o (%)w =" l(%)w - (%)”j 34

A szdgletes zarojelben 16v6 kiilonbség Lagrange kozépérték tétele szerint!

Lagrange-féle kozépérték tétel: Legyen az f fiiggvény folytonos az [a, b] zart intervallumban és differencial-
hato a (a,b) intervallum minden pontjaban. Ekkor létezik olyan £ € (a,b), amelyre teljesiil, hogy

f®) = f(a) = f(€)(b—a)

egyenlSség. A tétel geometriai jelentése: létezik az f fiiggvény grafikonjanak olyan (£, f(§)) pontja, amelyhez
tartozo érinté pahuzamos (a, f(a)) és (b, f(b)) pontokat Gsszekots szelGvel.
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atirhato:

ou ou 9%u
<%)I=I2 N (%)szl N @a}:{Aw (35)

ahol Ax = 9 — x1 és 11 < £ < 9. Az w irdnyd komponens felirdsanéal a hir tehetetlenségét
figyelembevéve, a Newton-egyenlet alapjan felirhato:

(22 s "

ahol m az egységnyi hosszu hir tomege. Egyenstly esetén a hizoerS u irdnyd komponensének
Is a tehetetlenségi erének egyenlének kell lenni, azaz

0*u 0*u

Ha a Az — 0, akkor a £ — z. Bevezetve tovabba a % = 2 jelolést differencialegyenletiink

végs6 alakja
Pu 0%

Az egyenlet megoldasa

Ahhoz, hogy az egyenletet megoldhassuk, meg kell adnunk a hur alakjat és minden egyes
pontjanak sebességét a t = 0 idpontban (kedzeti feltétel), tovabba figyelembe kell venniink,
hogy a hur végpontjanak nincs elmozdulasa, azaz rogzitettek (keriileti vagy peremfeltételek).
Vagyis a hir rezgését leir6 u(x,t) fiiggvénynek ki kell elégitenie a

Pu 0%

I 22 3.9
o~ ox? (3.9
egyenletet és
u(z,0) = f(z) f(x) adott fiiggvény (3.10)
Ou =g(z) g(x) adott fiiggvény (3.11)
Ot ) (w0
kedzeti feltételeket, valamint az
u(0,t) = u(l,t) =0 (3.12)

keriileti feltételeket.

Az f(x) fiiggvény a t = 0 id6pillanatban a har alakjat, a g(z) a pontok sebességét adja meg.
Az x = 0 és x = [ pontok a hiur végpontjai. A kapott mdsodrendd, kedzeti feltétel, homogén
parcidlis differencidlegyenlet D. Bernoulli-tél szarmazéd megoldasa azon a lényeges észrevételen
alapul, hogy a megoldast jelentd fiiggvényt olyan szorzat alakban lehet keresni, amelynek egyik
tényezGje csak az x, a masik tényezGje csak a t valtozo fiiggvénye. Legyen tehat

u(z,t) = X(x)T(t) (3.13)
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alaki. Ha ez a fiiggvény megoldasa a differencidlegyenletnek, akkor abba visszahelyettesitve

azonossagot kell kapnunk. EI6bb kiszamitjuk a parcialis derivaltakat (bevezetve a a% = 0,

jelolést):

Opu = X'(x)T(t)
Owu = X (z)T"(¢)
O*u = X"(x)T
Ofu = X (x)T"

t)
t)

Visszahelyettesitve a differencialegyenletbe kapjuk, hogy

(
(

X(2)T"(t) = X" (2)T(t) (3.18)
Az egyenlet valtozoi szétvalaszthatdak:

') LX)

70 = X (3.19)

A kapott egyenlet bal oldala csak ¢-t6l fiigg, a jobb oldala csak z-t6l. Ez csak gy lehetséges,
ha mindkét oldal ugyanaz az alland6. Valaszzuk ezt az dllandot —a?-nek.

(1) _ ,X"(x) 2
- = _ 3.20
w CXw 3:20)
vagy két egyenlGséget irva:
T"(t) 2 2 X" () 2
_ _ 3.21
0N 20

Ezzel a parcialis differencidlegyenletiinket két kozonséges egyenlet megoldaséira vezettiik vissza,
mégpedig

T"(t) + o*T(t) = 0 (3.22)
X"(x) + (%)2 X(z) =0 (3.23)

kedzeti feltétel, homogén, lineéris egyenletekre. Ilyen egyenletekkel taldlkoztunk a harmonikus
rezgémozgés leirasdnal. Tekintsiik az els§ egyenlet karakterisztikus egyenletét:

N+ a® = 0. (3.24)
Ennek gyokei A\ o = +ic, dltaldnos megoldasa pedig
T(t) = Acos(at) + Bsin(at). (3.25)

A masodik egyenlet karakterisztikus egyenlete:

A2 (9)2 —0 (3.26)
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melynek gyokei a A\;» = +4%, altaldnos megoldéasa pedig

a e
X(x) = Ccos (;75) + Dsin (Zx> : (3.27)
A keresett u fiiggvény tehéat
u(z,t) = X(2)T'(t) = (Acos(at) + Bsin(at)) (C cos <gx) + Dsin (gx>> : (3.28)
c c

Még meg kell hatdroznunk az egyel6re ismeretlen A, B, C, D, o allanddkat a keriileti ill. kedzeti
feltételek alapjan.

Az u(0,t) feltétel szerint
0= (Acosat + Bsinat)C (3.29)
vagyis tetszoleges t esetén csak C' = 0 lehet a megoldas.
Az u(l,t) = 0 keriileti feltétel alapjan
0 = (Acosat + Bsinat) (D sin %l) : (3.30)

Mivel D nem lehet nulla, mert akkor a megoldas azonosan nulla volna

sin 21 =0 (3.31)
c
legyen, vagyis
l
Cokr (k=1,2.) (3.32)
c
Ebbél
k
o= % (k=1,2,..). (3.33)
Mivel a végtelen sok értéket vehet fel, célszerti indexszel ellatni
k
ap = —. (3.34)

l

A keriileti feltételeket figyelembe véve a megoldas most mar

u(x,t) = (A cos oyt + By sin ayt) Dy sin %x (3.35)
alakd. Nyilvan minden u megoldashoz mas A, B, D, « tartozhat, ezért azokat is ellattuk in-
dexszel. Mivel a homogén egyenletek partikularis megoldasainak Gsszege is partikularis, ezért
irhatjuk, hogy

Uz,t) = Z ug(x,t) = Z(Ak cos ait + By sin agt) Dy, sin L (3.36)

(o)
[
k=1 k=1
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Végezziik el a szorzast és legyen ApDy = Ey, BpD, = F). Ekkor a megoldas

Uz, t) = i": [Ek cos(ayt) <sin %x) + Fj, sin(axt) (sin %xﬂ . (3.37)

Cc
k=1

A még figyelembe nem vett U(z,0) = f(z) kedzeti feltétel értelmében

Z E) sin Sy = f(z), (3.38)
k=1 ¢

illetve -t is behelyettesitve
- k
ZEk sin TW:L’ = f(x). (3.39)
k1

Az ismeretlen Ej és Fj egyiitthatok meghatarozasahoz az adott f(z) és g(x) fiiggvényeket
Fourier-sorba? kell fejteni. Belathato, hogy ha f(x) fiiggvény paratlan, felirhato tiszta szinuszos
sor alakjaban (ha paros, akkor tiszta koszinuszos sor alakjaban):

f(z) = i by sin kTﬂx (3.40)
k1

alaku, és ekkor by = Ej. Az F} egyiitthatokat hasonl6 médon hatarozzuk meg. Differencialjuk
az U(x,t) megoldast ¢ szerint. Ekkor

aa—g = i [(—akEk sin ayt) (sin %x) + (o Fy cos agt) (sin %x)] ) (3.41)

Mivel a kedzeti feltétel szerint Uj(x,0) = g(z), ezért
= e’ = . kT
;akﬂg sin %x = ;aka sin —-z = g(x). (3.42)

Ha g(x)-et is felirjuk Fourier-alakban, akkor

g(x) = Z Gy sin - (3.43)
k=1
alakd. Vagyis
G
873
és ezzel az Osszes allandot meghataroztuk.
Foglaljuk 6ssze eredményeinket! A
Otu = *02u (3.45)

2Az allitas az, hogy bizonyos feltételeket kielégits fiiggvények felirhatoak szinusz és koszinusz fiiggvények
végtelen soraként. A pontos matematikai targyalast mell6ziik a jegyzetben.
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differencialegyenlet
u(z,0) = f(z), Ow(z,0)=g(x) (3.46)
kedzeti, valamint
uw(0,t) =0, u(l,t)=0 (3.47)

keriileti feltételeket kielégité megoldasa

= k
Uz, t) = E (Ej cos oyt + Fi sin ayt) sin Tﬂx (3.48)
k=1

alakd, ahol oy = %, tovabba Ej a paratlannak feltett f(z) fiiggvény Fourier-soranak egytitt-

hatoi, g(x) pedig az ay-kal osztott Fourier-egyiitthatoit jelenti. Egy specidlis eset talalhato
a

3.0.2. A hdévezetés egyenlete

A hévezetés egyenlete is egy parcialis differencidlegyenlet, melynek levezetését itt nem adjuk
meg. A fizikai probléma a kovetkezs: tekintsiink egy 1 hossztisagi rudat, mely az x tengely men-
tén fekszik. Tegyiik fel, hogy a hémérséklet az egyes keresztmetszetekben allando és csak x-t6l
fiigg. A riad két végpontjat tartsuk alland6é 0°C-on. A riad hémérsékletét a ¢t = 0 idGpontban
az u(z,0) = f(z) fiiggvény adja meg. Hatarozzuk meg azt az u(z,t) fiiggvényt, amely a rad
pontjaiban a hémérsékletvaltozast leirja!

Az egydimenzios hévezetés egyenlete
o = *0%u (3.49)
ahol ¢ az anyagi minGségtol fliggs allando. Esetiinkben a kedzeti feltétel
u(z,0) = f(x) (3.50)
a keriileti feltételek
w(0,8) =0 , wu(l,t)=0 (3.51)

Vegylik észre, hogy mivel els6 idszerinti derivalt szerepel az egyenletben elegendé csupan egy
kedzeti feltételt rogziteni. A differencidlegyenlet megoldasat Bernoulli nyoméan olyan szorzat-
alakban keressiik, amelynek egyik tényezdje csak x-t6l, mig mésik tényezGje csak t-tél fiigg:

u(z,t) = X(x)T(t). (3.52)
Ekkor a derivaltak
o= X(@)T'(t) , Pu=X"(x)T(t), (3.53)
vagyis az egyenletiink

X(2)T'(t) = X" (2)T(t). (3.54)
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Az egyenlet valtozoit szétvalasztva

T LX)
T(t) X(x)

(3.55)

alakra jutunk. A bal oldal csak t-t6l, a jobb oldal csak z-tél fiigg. Az egyenlet csak tgy telje-
siilhet, ha mind a két oldal ugyanaz a konstans: —a?. Igy két egyenletiink lesz:
T'(t) 2 , X" (2) 2

0 =—a" , c (o) = -« (3.56)

Igy a parcialis differencialegyenlet megoldéasat két elsérendd egyenlet megoldasara redukaltuk.
Konnyen lathato, hogy az els6 egyenlet megoldasa:

T(t) = Ae=®" (3.57)

A masodik egyenlet a rezgd hur differencidlegyenletének megoldasakor latottak szerint

X(z) = By (sin %x) (3.58)
c
Vagyis a (3.49) egyenlet megoldésa
Uz, t) = E Eje " sin L (3.59)
c
k=1

ahol Fj egyeldre ismeretlen egyiitthato, melyet a kedzeti feltételben rogzitett f(z) fiiggvény
Fourier-sordnak egyiitthaté hataroznak meg, csakiigy, mint a rezgd hir kapcsan. Vagyis

f(z) = Z b sin kTWx (3.60)
k=1

Fourier-sor b egyiitthatok adjék az Ej egyiitthatokat.

A hévezetés egyenletének megoldasa akkor is egyszert, ha kicsit altalanosabb keriileti feltétele-
ket vesziink. Altaldnositsuk tgy a problémat, hogy a rud két vége legyen u; és uy hémérsékletii:

uw(0,t) =uy ,  u(l,t) =uy (3.61)

u(z,0) = f(x) (3.62)

A megoldast ebben az esetben Gsszegalakban keressiik: u(z,t) = v(x) + w(z,t), ahol v(x) és

w(x,t) figgvényeket gy valasztjuk, hogy kiilon-kiilon is kielégitsék a (3.49) differencislegyen-
letet. Ekkor

0=c*d2v, (3.63)

mert v nem filigg ¢t-t6l, illetve

ow = *0*w. (3.64)
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Az els6 differencidlegyenlet megoldasa
v= Az + B. (3.65)

A keriileti feltételek segitségével lehet az A, B egyiitthatokat kitalalni. Mivel

v(0)=u , () =1us (3.66)
ezért

w =B, wu=Al+B (3.67)
és ebbdl

B=u , A:“ﬁ“l. (3.68)

Ezek utan hatarozzuk meg a w(x,t) fliggvényt ugy, hogy a differencidlegyenlet kielégitésén tul

a
w(0,t) = w(l,t) =0
feltételt is kirojuk. Igy a megkivant keriileti feltételek is teljesiilnek, hiszen

u(0,t) = v(0) + w(0,t) = wy
u(l,t) =v(l) +w(l,t) = uy

A kedzeti feltétel
u(x,0) = f(x)

volt. Mivel

u(z,t) = v(z) + w(x,t),
ezeért

uw(z,a) = f(z) =v(z) + w(z,0),

amibdl adodik, hogy

w(z,0) = f(x) —v(x).

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

Ezek alapjan w(x,t) fliggvény meghatarozasa ugyanigy torténik, mint az el6z8 esetben az
u(z,t) meghatérozasa, csak az egyiitthatok meghatarozasidhoz nem az f(z), hanem az f(x) —

v(x) fliggvényt kell Fourier-sorba fejteni.
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4. fejezet

Kidolgozott szoveges példak

Ebben a fejezetben a tananyaghoz kapcsolodo és az 6ran részben vagy egészben elhangzott
feladatok és azok megoldésai taldlhatoak. Nem minden egyenlet tipushoz lehet, vagy sikeriilt
megfelel§ feladatot (ki)talalni, de a legfontosabbakhoz talan elegenddek — ha csak kezdésnek
is — az itt ismertetett feladatok. Vannak nagyobb problémak, melyek egy csoportba tartoz-
nak, igy nem a differencidlegyenlet fajtaknak megfelelGen, hanem az adott probléma szerint
csoportositjuk a feladatokat.

4.1. Populaciédinamikai modellek

4.1.1. Normalis szaporodas egyenlete

Ebben az esetben azt feltételezziik, hogy az egyedszam (IN) névekedésének mértéke az egyed-
szammal aranyos. Ez persze egy idealizalt eset, amikor végtelen mennyiségt taplalék all rendel-
kezésre, nincs ragadozd, vagy természetes iton tortént egyedszam csokkenés. Feltehetnénk a
kérdést, minek foglalkozunk egy olyan modellel, amely biztos nem irja le a populacié dinamiké-
jat. Ez a kijelentés csak részben igaz. Egy olyan szepardlt kornyezetben, ahol az egyedszdmhoz
képest a taplalék lényegében végtelen mennyiségben all rendelkezésre és a ragadozokat kizarjuk,
valamint olyan idGtartamot valasztunk a vizsgalodasra, amely elég rovid az egyedek élethossza-
hoz képest, de elég hosszi a szaporodasi ciklushoz képest, akkor ez egy relevans modell lehet.
Ilyen eset elképzelhets egy baktériumtenyészet esetén.

Tehat, mint mondottuk, az egyedszam novekedési sebessége, azaz az egyedszam idGbeli val-
tozasa az egyedszammal ardnyos. Ezt a kovetkezGképpen formalizélhatjuk:

dN
— =kN 4.1
o (4.1)

ahol k valamilyen ardnyossagi tényezs. Ez egy els6rendt linearis, homogén, kedzeti feltétel
differencialegyenlet, melyet a valtozok szétvalasztasanak modszerével meg lehet oldani:

aN

N = kdt integrédlva — In (%) = k(t —to) (4.2)

0
N = Nyektt=to (4.3)

51
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ahol a ty a kezdeti idépontot jelenti, az Ny pedig a kezdeti egyedszamot. Ez az egyenlet és a
megoldasa nagyon hasonlit a bomlas egyenletére. A kiilonbség annyi, hogy az exponencialisban
a kifejezésnek mas az elGjele. Az egyik esetben ng, a mésik esetben csokken valaminek a szdma.

4.1.2. A robbanas egyenlete

Most tegyiik fel, hogy a szaporodas sebessége nem az egyedszamtol, hanem a parok szaméatol
fiigeg, de a nemeket nem kiilonbdéztetjiik meg. Ekkor az egyenlet

dN

Ennek az egyenletnek a megoldasa

1
- 4.
T e (4.5)

alakban megadhat6, amirél lathato, hogy mér ¢t < oo esetén is végtelenné valik.

4.1.3. Logisztikus megoldas

Ha figyelembe vessziik, hogy a taplalékért folyhat kiizdelem, tigy az egyedszdmmal ardnyos
novekedés mellett egy a parok szamaval ardnyos csokkenést is be kell épiteni. Ez nagyon egy-
szeri: legyen k = const. helyett k = a — bx. Az elGjel fontos, hisz az fejezi ki, hogy csokkenésrdl
van sz6. [gy az egyenletiink:

dN

—r =(a—bN)N. (4.6)

Ekkor érdekes gorbéket kapunk. A megoldas a

aeat

N —
1+ bet

(4.7)

alakban irhato. Ez a fiiggvény a és b kiillonboz6 értékeire ugyan masként viselkedik, de az
aszimptotikus, azaz a nagy t-re vonatkozé viselkedésiik ugyanaz: egy stabil értékhez tartanak,
melyet a és b hataroznak meg. Egy ilyenre példa a 4.1. abra.

4.1.4. Halaszati kvota

Ha gazdasagi szempontokat is figyelembe kivanunk venni. Ha a populaciét nem hobbibdl,
hanem termelés céljabol neveljiik, akkor id6nként szeretnék az alloméanyt ,lehaldszni”. Ezt meg-
tehetjiik, ha a kdvetkezs egyenlettel modellezett populaciot vessziik:

dN

— = (a—bx)x — 4.8
o (a —bx)x —c (4.8)
azaz 1d6kozonként ¢ mennyiséget vesziink el a populaciobol. Példaul, ha a = b = 1 akkor ez
az egyenlet ¢ < %L esetben szolgéltat stabil megoldasokat. Ha ¢ = i akkor csak a stabilitdshoz

képest nagyobb egyedszammal indul6é populacio all be egy stabil értékre, mig ha ¢ > i’ akkor
nem lehet elég nagy a populacio szama ahhoz, hogy a lehalaszas miatt ki ne pusztuljon véges
idén beliil.
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Logisztikus gorbe a=0,3 és b=0,1

35

25

0,5

5 10 15 20 25 30 35 40 45

4.1. abra.

4.1.5. Halaszat relativ kvotaval

Ha okosan banunk a populacioval, akkor figyelembe vessziik azt, hogy az egyedszamot ki-
viilr6l befolyasoltuk, azaz a populacié méretéhez, egyedszamahoz igazitjuk a kvotankat. Ezt a
kovetkezd egyenlet irja le:

dN
= = (a — br)x — cx. (4.9)
Ez visszaallitja a logisztikus esetben targyalt egyensulyt gy, hogy kézben mi folyamatosan

élvezziik a populécié hasznéat.

4.1.6. Lotka—Volterra-modell

Az egyik legegyszertibb modell két populéacié kolesonhato dinamikajanak leirasara a Lotka—
Volterra-modell. A kévetkezGket vessziik figyelembe: van egy préda faj, amelynek korlatlan
mennyiségl taplaléka van és az egyedszamtol fiigg az egyedszadm. Azonban jelen va egy raga-
doz6 faj is, melynek egyetlen taplaléka a préda faj. A kovetkezd egyenletrendszer irja le a két
populécié egyedszdm valtozésat:

T =kxr —axy
y = —ly+bxy (4.10)

Az els6 egyenlet elsé tagja fejezi ki, hogy a préda faj exponenciilisan szaporodik, a masodik tag
ezt a szaporodast korlatozza azzal, hogy az egyedszam csdkkenése ardnyos a préda faj — ragadozo
faj parok szamaval. A masodik egyenlet els6 tagja azt fejezi ki, hogy a ragadoz6 faj magéatol
kihalna az egyedszammal aranyos modon'. Azonban a ragadozo faj egyedszaméat noveli a préda
faj — ragadozo6 faj parok szama. Az egyik valaszthat6 numerikus projekt ennek a modellnek az

'Ez az mésodik egyenlet a b = 0 esetben a bomlés egyenlete (is).
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elemzése lenne. Azonban konkrét szamolas nélkiil is el tudjuk képzelni, hogy a megoldas két
egymassal ellentétes fazisban 1évé harmonikus fiiggvény. Amint a préda egyedszama megnd,
egy kis id6 mulva a ragadozd egyedszama is megnd, eléri maximumét. Ezt a maximumot az
hatarozza meg, hogy mikor kezdenek tobbet elejteni a ragadozok, mint ahogy azt a préda
populécié potolni tudja. Ekkor elkezd a préda egyedszam csdkkenni, majd utdna a ragadozoké
is. Azonban ett6l megint elindul a préda egyedszamanak novekedése, s. i. t.

4.2. A légkor egyensitilya és a Brunt—Vaisala-frekvencia

4.2.1. A légkor egyenstlyi rétegzettsége

Azt szeretnénk meghatarozni ebben a szakaszban, hogy milyen a légkor egyensulyi réteg-
zettsége, azaz hogy valtozik a stirtiség a magassig fliggvényében. Az altalanos gaztorvénybdl
kiindulva

m
(L —
P Mievegs RT
R
p= pMT (4.11)

Vegyiink most egy kis térfogatelemet a légkérbdl. Legyen a témege egységnyi. Mibél szarmazik
a nyomés a térfogatelem also és fels6 lapja kozott? Természetes a gravitacios erébdl. Igy Az
vastag térfogatelemre felirhatjuk, hogy

plzt AZ; =28 _ )= z—i (4.12)
Felhasznéalva a (4.11) egyenletet a kovetkezot irhatjuk
d; M
d_lz) _ _% = _Hio (4.13)
ahol bevezettiik a % = H, konstanst. Ez egy els6rendi differencidlegyenlet, amit a valtozok
szétvalasztasdnak modszerével meg lehet oldani és adodik, hogy
p(z) = poeo. (4.14)

Vagyis a légkorben a nyomés exponencialisan csokken.

4.2.2. Brunt—Vaisala-frekvencia

A Brunt—Viisild-frekvencia az a frekvencia, amellyel az egyensilyban 1év6 légkor egy kis
térfogatelemét kiteritve rezeg. Ennek kiszamitasa a kovetkezGképpen torténik. Vegyiink egy m
tomegi térfogatelemet, melynek alapteriilete dA, magassaga dz és stiriisége a zy magassagon
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p(z0). A dinamika alapképletébdl kiindulva irhatjuk

ZF:maz

= —p(20)gdzdA + p(z0 + 2)dA — p(zo + 2 + dz)dA

- {—% - p<20>g] d=dA
= (p(20 + 2) — p(20)) gdzd A (4.15)

Ez Arkhimédész-torvénye. A —p(z9)gdzdA silya a zy + z szinten kiszoritott kozeg —p(zo +
2)gdzdA sulyaval csokken. Vehetjiik dz — 0 esetet megint, igy alakul ki, hogy

dp
E F = %|Z0zgdsz
d
ma, = —\d—zlgdzd/lz (4.16)

A z el6tt allo egész kifejezést elnevezhetjiik egy konstansnak, mivel a feliilet és a magasséig
konstans marad és igy az egyensilyi légkérben a striiség valtozasi is. Vagyis bevezetve az

N =, /pio|§—'z| un. Brunt—Vaisala-frekvenciat, adodik a

ma, =mz=—Nz (4.17)

egyenlet, mely a rezgémozgés differencidlegyenlete és mint ilyen, tudjuk hogy egy valamilyen
amplitadéja és adott NV frekvenciaju rezgést ir le.

4.3. Egyszeritibb szoveges példak

4.3.1. Tartalybél kifoly6 viz

Legyen egy H magassagu tartdlyban a viz szintje h. A tartaly henger alaku, az alap sugara
r. Egy p sugart, kor alakd lyukon keresztiil folyik ki a viz. Mennyi a kiiiriilés idGtartama, ha
egy folyadékelem sebessége v = cy/2gh. (Miért is?)

A h téavolsagu viztiikor siillyedési sebessége tigy aranylik a folyadékelem sebességéhez, mint
a tartaly alapteriilete a kifolyd teriiletéhez. Vilagos, hogy ha a kifoly6 teriilete megegyezik a
tartaly teriiletével, akkor egy csérél beszéliink és a folyadék szabadon esik. Ekkor a kiiiriilési
sebesség a folyadékelem szabadesését jelenti, azaz v = v/2gh.

Egyenletben megfogalmazva ezt

_dh o
—Udt - m (418)
Bevezetve a k = %2\/2g konstanst adodik, hogy
dh
= —rVh (4.19)

- =
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Ez egy kézonséges nemlinearis homogén differencidlegyenlet, melyet a valtozok szétvalasztasa-
nak modszerével meg lehet oldani. Ugyanis

dh

a = —KJ\/E
dh

= = —kdt
Vh

Integralva: 2Vh = —rt 4 ¢

2Vh
t-re rendezve: t = —l +c (4.20)
K

A c integralasi konstans a kedzeti feltételbdl egyértelmtien meghatarozhaté. Ugyanis ¢ = 0-ban
h = H, igy adodik, hogy ¢ = %ﬁ Vagyis

2
t==(VH—Vh) (4.21)
K
A Kkiiiriilés a h — 0 hataresetet jelenti:

2WH

K

h—0:t—=T=

(4.22)

4.3.2. Tolcsérben kifolyé viz

Legyen egy tolcsér, melynek alakja csonkakip. A csonkaktp kisebbik, 3a atmérsji, kor alaka
alapjan at folyik ki a folyadék. A kup magassiaga legyen [ = 50cm, a kup nyilasszége a = 30°.
A kifolyasi sebesség nyilvan aranyos az aktualis keresztmetszettel és a kifolyd 2a atmérdjével.
Hatérozzuk meg a kifolyési id6t.

El6szor is az aktualis keresztmetszet egyenletét kell meghatarozni:
A(h) = 27r(h). (4.23)
A sugar magassagfiiggését geometriai megfontolasokbél megkaphatjuk:
r(h) =a+ htana (4.24)

Ezzel az egyenlet felirhato

dh a
S
@ " Am VI

a

=— : 4.25
2ma + 2mhtan o ( )
A valtozok szétvalasztasaval és az egyenlet integraldsaval adodik az eredmény
2¢/27mh(3a + ht
_ V2mh(3a + htan o) e (4.26)

3a~/gh

Nem nehéz belatni, hogy az integralasi konstans a kezdd magassagot jelenti.
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4.3.3. Egyenletes kifolyas tartalybol

Vegyiik az el6z6 feladatot, de most a meghatarozandé az A(h) fiiggvény olyan esetre, hogy
a kifolyasi sebesség allandé legyen!

A vizsgaland6 egyenlet tehat

dh a

— =———-1/2gh 4.27

at — AV (4.27)
A kifolyasi sebesség allando, tehat

a a
= ————/2g9h — A(h) = ——+/2gh. 4.2
=~ V2 = Al) = ~2/%g (1.25)

Bevezetve a k = —24/2¢g allandot, addodik, hogy

A(h) = kvVh. (4.29)

4.3.4. Gomb mozgasa surl6dé folyadékban

A sirlodo folyadékok elméletébdl ismeretes lehet, hogy a gomb alakt testre a folyadékban
valdé mozgas esetén a sebességgel aranyos lassité hatasi erd hat. Ezt a Stokes-torvény irja le:

FStokes = 67777TU (430)

ahol n a folyadék viszkozitasa, r a mozgd géomb sugara, v a mozgd gémb sebessége. A feladat,
hogy hatarozzuk meg a surl6dé folyadékban ,szabadon” es6 golyd sebességét!

A folyadékban ,szabadon esd” test sebességét a mozgasegyenletbdl hatarozzuk meg. A golyora
két er§ hat: a nehézségi erg és a surlodasbol szarmazé csillapitas. [gy a mozgasegyenletek a

d
ma = md—;} = mg — 6mnro (4.31)

alakot 0ltik. Lathato, hogy ez az egyenlet a valtozok szétvalasztasdnak modszerével megoldhato:

d
) (4.32)

mg — 6mnro
Az integralas utan kapjuk, hogy

mlIn|mg — 6mnro

=1 4.33
6mnr e ( )

amelybdl v-re rendezve adoddik, hogy

1

Vv =
6mnr

<mg — 6_%(6(”6)7”77")) . (4.34)
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4.3.5. Oldat higitasa

Egy 100 literes tartalyban egy so6s oldat van, mely 8 gramm so6t tartalmaz literenként. A
tartalyba 4 liter vizet engediink be és 2 liter oldatot engediink ki percenként. Mennyi s6 marad
az oldatban egy 6ra mulva?

A tartalyba dt idG alatt 4dt viz folyik be és 2dt folyik ki, ami —2Z_dt[g] s6t visz magdval.

! 100+2¢
Igy a tartalyban levé oldat sotartalmanak valtozasa
2xdt
=—d 4.
0+2t (4:35)
amib6l
c
= 4.36
T (4.36)
A kezdeti idGpillanatban x = 8 volt, vagyis ¢ = 400. Ebbdl ad6dik, hogy
400
r=_—
90 +1
2(t = 60) =z ~ 3,67 (4.37)

l

4.3.6. A kemencébdl kivett kenyér hiilése

A kemencébdl kivesziink egy kenyeret, amely 100°C-r6l 60°C-ra 20 perc alatt hil le. A le-
vegd hémérséklete allandéan 25°C. Mennyi id§ alatt lesz a kenyér 30°C, ha a hiilés sebessége
aranyos a test és a kornyezete hémeérsékletének kiilonbségével.

A hilés sebessége a hémérséklet idgbeli valtozasa:

dr
& NT—25
o ( )
dT = —\(T — 25)dt
Integralva: T'(t) = ce ™ + 25 (4.38)

A kedzeti feltételbsl adodik, hogy t =0: c¢=75ést=20: A= % In % Vagyis

20In15

4.3.7. A radioaktiv bomlas

Legyen egy kézetmintaban 100 mg 233U és 14 mg 2% Pb, mely az uranbomlasbol keletkezett
és a kdzet keletkezésekor (t = 0) nem volt jelen. Az urén ,felezési ideje”, azaz az az id6 amig az
urdn atommagok fele 6lom lesz, 115 = 4,5 - 10° év 2. Allapitsuk meg a kézet kordt az ismert
adatokbol, ha tudjuk, hogy az urdnatommagok szdmanak id6beli valtozasa aranyos a mintdban

2Ez nem a felezési id6 definicidja, de az uransor t&bbi tagjanak felezési ideje elhanyagolhaté a fenti felezési
id6 mellett.
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1év6 uranatommagok szaméaval!

Mivel a magok szamanak idébeli valtozasa, sebessége a magok szamaval aranyos, a kévetkezd
egyenletet irhatjuk fel:

dN
— = —=)\N 4.40
o (4.40)
ahol A neve bomlasi allando6, és definicié szerint a felezési idGvel a
In2
A= — 4.41
T (4.41)

kapcsolatban all. A fenti egyenlet megoldasat a valtozok szétvalasztasanak modszerével konnyen
megkaphatjuk a

N = Noe ™ (4.42)

alakban, ahol Ny a magok kezdeti szama. Ezt a kedzeti feltételekbdl kell meghatarozni, amelyet
jelen esetben a tudott tomegszamokkal és mintaban mért mennyiségekkel lehet megtenni. Egy
egyszer( ardnypar feliraséval

206 14

—_— = — = 16,17 4.43

238w T (4.43)
Azaz ekkora tomegd uran bomlott mar el 6lomba. Vagyis a kezdeti Ny, ha a mértet N(t =
most) = 100-at vesziink, akkor N(0) = 116, 17. Ebbdl a (4.42) egyenlet alapjan

N(t)

0,86 =M
N(0) ‘

)\ In2
4,5-109

Vagyis a kézet kb. egymilliard éve keletkezett.

4.3.8. Parolgas

Egy gémb alaku folyadékesepp parolgasa aranyos a felszinével. Hatarozzuk meg az r(t) fiigg-
vényt, avagy hogyan valtozik idében a csepp sugara!

A térfogat valtozasa tehat aranyos a felszinnel:

av
Ezt a sugarakra kifejezve
47 d(r?
g (dz) — _fdmr? (4.46)
Elvégezve a derivalast a bal oldalon adddik
4 d
§3T2d_: = —dmr? (4.47)

Az egyszer(isités utan az egyenlet

dr = —kdt — r =ro — kt. (4.48)
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4.3.9. Toltések mozgasa

Egy elektromosan toltott feliilet pillanatnyi toltéssel aranyos sebességgel vesziti el a toltését.
Irjuk le a feliilet toltottségét, mint az id6 fiiggvényét! Kezdetben a feliileten Qg = 1073 C téltés
volt. Mikor lesz Q = 107° C a feliilet toltottsége, ha az aranyossagi tényez6 értéke k = 2,37

Mivel a toltésvaltozas sebessége

dQ)
7 4.49
EANYE (1.49)
ezért bevezetve a k aranyossagi tényezot, az egyenletiink a kovetkezd alakot olti:
dQ
— =—k 4.50
Yk (1.50)
A valtozokat szeparalva integralhatunk
d
a = —kdt — In (Q) = —kt > Q = Qoe " (4.51)
Q Qo
A kedzeti feltételbdl tudjuk, hogy Q(t = 0) = Qy = 1073. Az egyenletet t-re rendezve adodik,
hogy
1 Q 1 6,9
t=——In{—=—)=-ll0’~ "= =3 4.52
e <Q0> T 2,3 (4.52)

4.3.10. S6tomb oldodasa

Egy a sugard gémb alakt sotombot végtelen vizmennyiségi fiird6be tesziink. Irjuk fel a
koncentréaciot a sogémbben, mint a sugar fiiggvényét, ha tudjuk, hogy a felszinen c(a) = s és a
fiird6ben a végtelenben ¢(oco) = 0.

Mivel a s6tomb gomb alaki, ezért a koncentracio sugarfiiggése egyszeri:

k
dc = —ﬁdr (4.53)
ahol k aranyossagi tényezs. Igy az egyenlet
de k
= 4.54
dr 72 (4.54)
amelynek megoldasa
k
=—. 4.55
c=" (4.55)
A k tényez6 a peremfeltételekbdl kitalalhato:
k
c(r=a)=—-=s (4.56)
a
azaz, k = as. Az aszimptotika is rendben van, hisz lim,_,., ¢ = 0. A megoldas igy
c=2 (4.57)
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4.4. Szabadesés

Most kicsit jarjuk koriil a szabadesés problémajat. A feladat egy részét mar megbeszéltiik
a 2.3.2. példanal. Most még egy kicsit bonyolitunk a helyzeten azzal, hogy figyelembe vessziik
a gfiigg a magassagtol és a szléességi foktol. Utobbit rogzitve egy értékre, mondjuk Budapest
szélességi korére, kapunk egy g(h) fiiggvényt. Kiszamolhato a Newton-egyenletbdl, hogy

mg(h) = 77 e

Tt 7 (4.58)

ahol v = 6,67 - 107! m> Mg a Fold tomege, Rpr a sugara. A mar elmondottak szerint a

kgs?>
kovetkezd egyenletre jutgunk
*h dh\*
= — k2= 4.59
a2 h? ( dt ) (459)

ahol éltiink a —yMp = ¢ és R+ H = h helyettesit¢sekkel. A diffegyenlet igy egy nemlineéris
méasodrendd inhomogén egyenlet lesz. Itt is a helyettesitsiink: v = h. Mivel v = v(h(t)), ezért
az egyenletiink a kévetkezd lesz:

dv c

— 4+ kR = — 4.60

vy + k*v 72 (4.60)

Ez egy Bernoulli-tipusu differencidlegyenlet. Lathato, hogy bar elsérendd, de inhomogén, nem li-
nearis differencialegyenlet. Azonban meg tudjuk oldani.

A Bernoulli-egyenlet dltaldnos alakja
y' + P(x)y = Q(z)y" (4.61)

ahol P(x),Q(x) z-nek valamilyen figguénye és n # 0,1. Ezt dtrendezve
kapjuk, hogy

/

P

¥y Pl
yn

Ext visszavezetheljik egy linedris inhomogén egyenletre ha az y = 2"~
helyettesitéssel elink. Fkkor ugyanis

=r(x). (4.62)

1

dz dy
— =(1- = 4.63
Z -y (463
vagyis behelyettesitve adodik, hogy
1 dz
Zap = ) 4.64
—— 7+ P0): = Q) (464

Ezt a 2.2.4. szakaszban megbeszéltek alapjin megoldhatjuk a
= yl—n _ e(n—l)fP(a:)dac (Cl + (1 _ n) / Q(I)e(l—n)fP(x)dJ:dx> (465)

vagyis az y megoldds megadhato a

1-n

y = e /P (01 +(1—n) / Q(:c)e(ln)fp(m)d‘”dx) (4.66)
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A mi esetiinkben a szereposztas a kovetkezs:

P(h) =
Qh) = 1
n=-—1 (4.67)

Behelyettesitve a (4.66) végképletbe a problémankat

1
2 2 2
v=ecJF <y0 + 2/%62“ dh) (4.68)

Rendhagy6 moédon most hatdrozzuk meg vy, értékét. Vegyiik a légellenallas nélkiili esetet és a
7z helyett irjuk vissza g-t. Ekkor adodik, hogy

o(h) = [y +2 / 9=/ + 29, (4.69)
Tehat ha yo = 0-t valasztunk, megkapjuk a jol ismert v = \/2gh kifejezést.

Folytassuk az integral elvégzésével:

2k2h 2

v = e/ (Ce - 2/8]31(%)) (4.70)

h

ahol az Ei(z) fiiggvény, az un. Exponencialis integral nevi fiiggvény?. Vizsgiljuk meg a meg-
oldast k* — 0 esetben. A zarojelben a mésodik tag nullahoz, a zarojel szorzoja egyhez tart. A

zardjel elsé tagja pedig a
ce2k?h c
li =4/2- 4.71
eV h -\ h (4.71)

Ne felejtsiik el, hogy a g(h) = ;5. Ennek megfelelen adodik, hogy

lim : v(h) — ,/Q%h ~ /29 (4.72)

k2—0

Vehetjiik azonban a nem nulla esetet is. Ha feltessziik, hogy a k? << 1, akkor sorba fejthetjiik
az Ei(z) fiiggvényt:

Ei(z) ~ —2k*(y-h +2Ink) (4.73)

ahol v & 0, 57722 az Euler-Mascheroni alland6*. A tovabbi szdmolashoz ezt a linearis kozelitést
hasznaljuk. Azaz a v(h) fiiggvényiink

1
v(h) = @\/ﬁ — k2yh — 2k2 In k. (4.74)

3Most nekiink nem érdekes a definicija, de fellelhets példaul a http://mathworld.wolfram.com/
ExponentialIlntegral.html helyen.

4Szintén  nem  érdekes a  definicio, de  megtalalhaté  itt:  mathworld.wolfram.com/
Euler-MascheroniConstant.html .


http://mathworld.wolfram.com/ExponentialIntegral.html
http://mathworld.wolfram.com/ExponentialIntegral.html
mathworld.wolfram.com/Euler-MascheroniConstant.html
mathworld.wolfram.com/Euler-MascheroniConstant.html
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Ahhoz, hogy a h(t) fiiggvényt megkapjuk, a v(h(t)) = h(t) egyenletet kell megoldani, azaz

: 1
h(t) = \/27:\/ - = k2yh — 2k In k. (4.75)

Ez egy nemlinearis elsérendd inhomogén egyenlet, melynek zart alakd megoldasa nem létezik.

4.5. Rezgdmozgas

A mésodrend differencidlegyenletek esetében nagyon fontos specialis eset a rezgémozgasok
lefrasa. A 2.3. fejezetben ezt részletesen targyaltuk. Ebben a fejezetben konkrét kidolgozott
példakat talalunk, melyek majd’ mind a fizika témakoreibél merit.

4.5.1. Utazas a Fold kozéppontja felé ... és vissza

Ha Foldiinket egy homogén gémbnek tekintjiik és furunk rajta keresztiil egy lyukat és ab-
ba beleugrunk (miért is ne?), milyen mozgast végziink? A valasz nem trivialis. Ugyanis a egy
homogén testben a gravitaciés erStér mas szerkezeti, mint attol valamilyen tavolsagra®.
Ismeretes, hogy a gravitacios er6 a Foldtsl tavolodva T% szerint csokken. De ha a Fold bel-
sejében vagyok, akkor mas a helyzet. Beldthato, hogy a Foldon kivil a Fold vonz6é hatasa
helyettesithet§ egy olyan pontszerid test hatasaval, amely a ugyanolyan tomegt, mint a Fold
és éppen a Fold kozéppontjaban van. Ha azonban a Féldben, mint homogén testben vizsgaljuk
a gravitacionak a Fold kozéppontjatol mért tavolsaganak fliggését, akkor nem a szokasos %2
fiiggést kapjuk. Ugyanis homogén eloszlastu testben — mivel az er6 forrasa a tomeg — egy zart
gombot felvéve a gomb feliiletén éppen a koriilzart tomeg fejti ki. Tehat a gomb térfogataban
talalhato tomeg adja a gravitacios erGt a gombon. Vagyis, ha a gombdt kis gombhéjakra osztjuk
és tudjuk, hogy az adott tomegpontra csak az ,alatta” 1év6 rész (azaz a r < rq sugara gémbbe
zart tomeg) hat gy, mintha az r < ry sugart gémb altal koriilzart gombot a kozéppontban,
egy toOmegpontban egyesitettem volna. Ezen tomegpont tomege a koriilzart térfogatban 1évd

tomeg, azaz:
4
M= ,0%7"3 (4.76)

ahol p a bezart anyag stirtisége. Ha ezt behelyettesitjiik a gravitacios térvénybe:

2 mM 4mmp
= et '8
azaz az F' er6 nagysaga a tavolsaggal linearisan né. Szamoljuk ki, hogy mi torténik veliink, ha
beleugrunk. A rank hato6 eré:

(4.77)

4

F= -~ ”?p r (4.78)
4

m¥ = —y W;”p r (4.79)

Az itt végig vezetett gondolatmenet pontos matematikai mésa annak, amellyel az elsé Maxwell-egyenletet
le lehet vezetni. Emogott a Gauss-tétel nevezetd matematikai megfontolés van, melyet nem fogunk most precizen
vizsgalni.



64 FEJEZET 4. KIDOLGOZOTT SZOVEGES PELDAK

Lathato, hogy m-mel lehet egyszeriisiteni. Vezessiik be a w? = y*22 = 1,54 - 10~% allandot!

; 3
Ellenérizhetd, hogy ez éppen % dimenzidju. Igy az egyenletiink
X = —w’r (4.80)
Ez éppen a harmonikus mozgas egyenlete. Szamitsuk ki a periodusidét!

2 2
= T o~ 5061.61s (4.81)

w  /1,54-10°6

Vagyis ~ 1.4 6ra lenne, mig keresztiil esnénk a Foldon. A sebességiink maximumat a Fold
kozéppontjaban érnénk el. Vajon mennyi lenne ez az érték? Ha kezdGsebesség nélkiil indultunk,
akkor az altalanos megoldas

T

r = Ry cos(wt) (4.82)
amibd6l a sebesség egy derivalassal adodik
& = Rpwsin(wt) (4.83)

amely fliggvénynek a maximuma Zp,,x = Vmax = Rpw. Ha behelyettesitiink, akkor az els§ szokési
sebességet kapjuk, nem egészen véletleniil:

k
T = Umax = Rpw = 7,910 (4.84)
S
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4.5.2. Gravitacios metrod

Az el6z6 feladat egy érdekes alkalmazasa lenne egy gravitacios metr6 megépitése: https:
//en.wikipedia.org/wiki/Gravity_train. Természetesen nem keresztiil a F'6ld magjan, de
a kéregben elképzelhetd lenne egy ilyesmi szerkezet. Az el6zd fejezetben targyalt leirds annyi-
ban modosul, hogy ha el szeretnénk elkeriilni a Fold kdzéppontjat, akkor az attol valo eltérés
szogének koszinuszaval kell beszorozni az egyenletet.

e Vizsgaljuk meg kiilonb6z6 szogekre a metroszerelvény a, azaz 7, gyorsulaskomponensének
fliggését az o szogtdl, ahol a a palyatest és az adott pontban a Féld kozéppontja felé
mutato erék hatasvonalainak szoge. (Amikor a Fold kozéppontjahoz legkizelebb vagyunk
akkor a bezart szog 90°, vagyis a gyorsulas nulla. Ezt varjuk, hisz ekkor a gravitaciés erG

csak abban az iranyban gyorsithatna, amerre nem tud, azaz a palyatestre merélegesen
lefelé.)

e Szamoljunk ki egy realis esetben a peridodusidét. Vegyiik a pélya legmélyebb pontjat 500
km-nek.

4.6. Rezgd6 hur

4.6.1. Alaprezgés és felharmonikusok

A hiar alaprezgését leird megoldast kapjuk, ha az f(z) = 0 kedzeti feltételt valasztjuk. Ekkor
ugyanis Fjy = 0 minden k-ra és

Uz, t) = Z Fy (sin ?t) <Sin kme) . (4.85)
k=1

Ennek a sornak az elsé tagja (k = 1):
= e e
) = F('-t)(‘-), 4.86
uy(z,t) ; (i sin —- (4.86)

mely a hir alaprezgését allitja el6. Az alaprezgésnek az = 0 és © = [ a csomdpontjai, hul-
lamhossza 2[. Legnagyobb kitérése az x = [/2 felez6pontban van. A sor masodik tagja (k = 2)
a hir els felharmonikusat adja. Ennek csomopontjai az = 0, = /2 és © = I-ben van-
nak, hullamhossza [, a legnagyobb kitérése az x = [/4 és = 3l/4 pontokban van. Hasonléan
minden £ értékhez egy-egy felharmonikus tartozik, melyeknek a szakasz belsejében n szamu
csomopontjuk van és hullamhosszuk nz—ll


https://en.wikipedia.org/wiki/Gravity_train
https://en.wikipedia.org/wiki/Gravity_train
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