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1. Bevezetés

Az Osrobbanas utan egy mikroszekundummal olyan anyag toltotte ki az akkor még nagyon
forr6 Univerzumot, amit ma nagyenergias részecskegyorsitokban (RHIC, CERN) el6 tudunk
allitani. Ekkor ugyanis a Vildgegyetem annyira forrd volt, hogy a kvarkok és a gluonok, az
erGs kolcsonhatést kozvetitérészecskéi, egy plazmét alkottak, melyet kvark-gluon plazmdnak
(QGP) neveziink. Az erds kolesonhatas olyan részecskék kozott hat, mint a kvarkok. Az erds
kolcsonhatas toltését szintoltésnek nevezziik. Minden kvarknak van antikvark parja is, mely
antiszinnel rendelkezik. A kvarkok az adaptiv szinkeverésnek megfelelGen alkothatnak kotott
allapotokat. Harom (anti)kvark alkot egy (anti)bariont, példaul (anti)protont, mig egy kvark-
anitkvark par egy mezont. Ezeket 6sszefoglalé néven hadronoknak, az atmenetet pedig, amikor
a kvarkok sszeallnak hadronokka, hadronizécionak nevezziik. [1].

Az Aatmenet el6tt a kvarkok és a gluonok egy
plazmat alkotnak, melynek tulajdonsigaival kapcsolat-
ban az elmilt években jelentGs felfedezéseket tettek, a-
hogy az a 2. fejezetben olvashat6. Szamos tulajdonsagat
az adatokkal jol egyez6 modon le lehet irni. Az egyik
olyan modell, mely sikeresnek bizonyult a hidrodinami-
kai kép. A hidrodinamikai képbdl szarmazoé modellek a
QGP-t, mint egy tokéletes, rendkiviil kis viszkozitasi,
tagulo folyadékot képzelik el. A modellek sikerességét
bizonyitja, hogy a folyadékként elképzelt QGP térbeli,
ebbdl kdvetkezGen impulzustérbeli aszimmetriaval ren-
delkezik, mig a gazként elképzelt QGP nem rendelkezik
impulzustérbeli azimutalis aszimmetridval. Ezt méri a 1. dbra. Az ellipszoiddlis szimmetri-
kés6bbiekben részletesen targyalt azimutalis aszimmet- a szemléltetése nehézion ttkizésekben
ria vagy masképp elliptikus folyds nevi mennyiség. [1]. A tovdibb haladd részeket spektd-
Az elképzelések szerint a nehézion iitkozések nyoman toroknak, mig az ellipszoidot alkotd
kialakult QGP ellipszoidalis szimmetriaval rendelkezik; részt participinsnak hivjuk. Ldthatdo,
ez lathat6 a 1. abran. hogy az ttkdézés a z-lengely mentén

A dolgozat egy olyan relativisztikus hidrodinami- tdrtént. Az x—y sikot nevezziik transz-
kai modellt mutat be, mely ellipszoidalis szimmetriat wverz siknak. Altaldban ebben vizsgdljuk
feltételez. Ezt a modellt alkalmazom az LHC adataira. a megfigyelhetd mennyiségeket.
Kiszamolom a mérheté mennyiségeket konstans és nem
konstans hémérsékletprofil mellett is, melyeket illesztek az adatokra. Bemutatok néhany lehet-
séges altalanositast, ahol az eredeti modellben szerepl§ ¢, konstans hangsebesség a hGmérsék-
lettsl fog fliggeni. Ez egy olyan lehetséges altalanositis, mely redlis allapotegyenlettel szamol.
A hiil6 anyagban nem biztos, hogy a ¢, = konstans jo kozelités, ugyanis fizikai rendszerekben a
hangsebesség altaldban fiigg a hdmérséklettsl; itt is ezt varjuk.




2 A NEHEZION-FIZIKA EREDMENYEI

2. A nehézion-fizika eredményei

A Relativisztikus Nehézion Utkoztetének (RHIC) tSbb nevezetes felfedezése is volt a QGP
kutatasa sordn, mely felfedezések a kutatasi teriilet mérfoldkéveinek szamitanak.

Az els6 mérfoldk6 az an. jet quenching (2.4bra), vagy jet elnyomas jelenségének megfi-
gyelése volt [2—4|. A jelenség lényege, hogy nehézion iitkzések (pl. arany-arany) soran keletkezd
nagy impulzust részecske-nyalabokbdl (jetekbdl) kevesebbet észleltek, mint amennyire szami-
tani lehetett, ahogy az alabb részletezésre keriil. Ez a jelenség akkor jatszodott le, amikor az
atommagok centralisan iitkoztek. Periferikus iitkozéseknél nem figyelték meg (I1d. 2. abra).

A részletes vizsgalat soran bevezették az Gn. nuk-
learis modifikacios faktort, ahogy az (1) egyenlet szem-
lélteti, mely azt mérte, hogy arany-arany iitkdzésekbdl
keletkez6 részecskék szama hogyan aranylik a proton-
proton iitkézésekbdl keletkezs részecskék szamaval.

1 Naja

Rjpn= ———"7—
NBin.iitk. Np+p

(1)
ahol Npi, gk, az elméletileg josolt iitkozések szama
az atommagok alkotorészei kozott, N,,, a proton-
proton iitkozésben keletkez6 részecskék szédma, Na.a
pedig az ion-ion iitk6zésben keletkezo részecskék szama.
Amikor ezt a faktort megmérték centrélis arany-arany
iitkozések esetén, azt tapasztaltak, hogy a nagy im-
pulzust részecskék szama csak ~20-40%-a annak, mint
amire a proton-proton {iitkozések alapjan szamitani
lehetett. Nehézion iitkozésekben 60-80%-kal kevesebb
nagy impulzusu részecskét észleltek.

Ennek magyarazatara tobb feltételezés is sziiletett,
melyek koziil az egyik az anyag egy 1j allapotat josolta,
melyben a kvarkok és a gluonok egy olyan plazmat
hoznak létre, mely lefékezi az erds kolcsonhatasban
részt vevo részecskéket, igy a nagy impulzusu részecs-
kék szdma jelentGsen lecsokken.

A feltevések probédjaként elvégeztek olyan kisér-
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leteket [4, 5], melyekben egy deuteront és egy arany 2. gbra. A jet quenching jelenségének

atommagot iitkoztettek (2. dbra). A jelenség ebben az
esetben nem ismétl6dott meg. Ennek magyarazata az,
hogy az 1j anyag ezekben a kisérletekben bar szin-
tén létrejohetett, de olyan kis térfogatban, mely nem
tudta lefékezni a részecskéket. Ezekbdl a mérési ered-
ményekbdl arra lehetett kovetkeztetni, hogy az anyag-
nak valoban egy 1j formajat taldltdk meg. Ezt az ezt
kovets mérések is alatamasztottak.

vizsgdlata. Az elsd dbrdn a deuteron
ellenproba, a mdsodik dbrdn a centrd-
lis és a periferikus ion-ion ttkdzések
lathatok. A sziirke sdv a statisztikus
hibdt jeloli [3, 5]
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Tovabbi megfigyelések skalaviselkedést mutattak |[4,6] (azaz, bizonyos mérhets mennyiségek
viselkedést példaul a hidrodinamikaban lehet megfigyelni. Ezért a folyadékkép egy alkalmas
modell lehet az anyag viselkedésének leirdsara. Ezek az eredmények 6szténozték azon méréseket,
melyekben a QGP viszkozitasat mérték. Ezek alapjan kideriilt [7], hogy QGP egy rendkiviil
kis viszkozitasu, szinte tokéletes folyadék. (A tokéletes folyadéknak elhanyagolhatoan kicsi a
viszkozitdsa és a hévezetése.) Igy le lehet irni, mint egy tagulo folyadékot. A mérések azt
mutattak, hogy a QGP viszkozitasanak értéke az elméleti minimumhoz ! kozeli: n/s =~ (1,1 —
1,5)h/4m, ahol h/4m a feltételezett elméleti minimum, 7/s pedig a kinematikai viszkozités.

A foton spektrumbdl sikeriilt azt is megéllapitani [8], hogy az elméleti szamitasoknak meg-
felelGen magas kezdeti h6mérséklettel rendelkezik ez az anyag (hozzéavetSleg 300-600 MeV). A
racs-QCD szamitasok szerint koriilbeliil 170 MeV az a hémérséklet, mely felett megjelenhetnek
kvark szabadsagi fokok [9]. A mért fotonspektrumbol szamolt magas kezdeti hdmérséklet tehét
megerdsiti azt, hogy egy kvarkokbol és gluonokbol all6 anyag jon 1étre.

Ma mar nem csak a RHIC-ben végeznek nehézion-fizikai kisérleteket, hanem az CERN LHC-
ban is, ahol Pb+Pb {itkozéseket mérnek, de nagyobb energidkon. Az eredmények azt mutatjak,
hogy az ALICE detektor altal megfigyelt iitkozésekben is létrejon a QGP — és viselkedését
hidrodinamikai modellekkel szintén jol le lehet {rni.

A dolgozatomban bemutatott hidrodinamikai modellt is az ALICE detektor altal mért ada-
tokra fogom alkalmazni [10-12].

1Az AdS/CFT dualitasbol ad6do sejtés a kinematikai viszkozités alsé hatéarara
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3. Hidrodinamikai attekintés

3.1. A klasszikus hidrodinamika

Ebben a részben attekintem a klasszikus hidrodinamika alapjait — a harom alapegyenletet
— melyek a kontinuitési egyenlet, a mozgasegyenlet, azaz az Euler-egyenlet és az energiameg-
maradast biztositd egyenlet.

Az alapegyenletek felirasanal végig feltételezziik, hogy a folyadék folytonos kozeg. A folya-
dékelem, vagy az dramlds eqy pontja fogalmak alatt olyan elemi térfogatokat értiink, melyekben
még mindig nagy szamu részecske van. Vagyis a részecske atlagos térfogata elhanyagolhato az
elemi térfogathoz képest, mely azonban infinitezimélisnak tekinthet6 a vizsgalodasok sorén.

Alapegyenletek
A kontinuitasi egyenlet

Els6ként az anyagmegmaradast leird kontinuitdsi egyenletet irjuk fel. A kontinuitasi egyenlet

9p

pumy 2
6t+VpV 0 (2)

alaku, ahol a p a stirtiség, v a folyadékelem sebessége és V = (0,,0,, 0,). Szokas bevezetni az
aramstriség-vektort, melyet a

i=pv (3)

egyenlet definial. Ilyen kontinuitasi egyenlet nem csak tomegstiriségre, hanem barmilyen mas
lokéalisan megmaradd mennyiségre felirhato (pl. szamstirtiség, toltéssirtség).

Euler-egyenlet
Ha felirjuk egy folyadékelem mozgasegyenletét?

dv

av _ 4
P Vp (4)

alakban és figyelembe vessziik, hogy az egyenletben a dv/dt gyorsulds nem a vizsgalt tér egy
rogzitett pontjdban van értelmezve, hanem a folyadékelemmel egyiittmozgo rendszerben, akkor
a teljes derivalt kifejtésével a laborrendszerre attérve az Euler-egyenletet kapjuk. (Tulajdonkép-
pen attériink az egyilittmozgd Lagrange-koordinatakrol a laborrendszerbeli Euler-koordinatékra,
ahogy az a Fiiggelékben is olvashato.)

Tehat figyelembe kell venni az adott pontban a folyadékelem sebességének valtozasat és a
megvaltozashoz sziikséges id6 alatt megtett Gt két végpontja kozotti sebességkiilonbséget. Ha

2Feltételezve, hogy végig a folyadék belsejében vagyunk és igy a feliileti jelenségektdl eltekinthetiink.
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mindezt figyelembe vessziik, akkor a kovetkezG alakot kapjuk:

ov 1
5 + (vV)v = —;Vp. (5)

Ez az Euler-egyenlet, melyet el6szor Leonhard Euler &llitott fel 1755-ben.

Energia-egyenlet

Az energiamegmaraddsra vonatkozo egyenlet felirdsahoz feltessziik, hogy a folyadékban nincs
bels6 surlodés és hGesere, altaldban nincsenek disszipativ folyamatok, valamint lokalis termodi-
namikai egyensily all fent (kis folyadékelem &llapotvaltozasa egyensilyi dllapotokon keresztiil
torténik). Ekkor az entropia konstansnak tekinthets egy pélyavonal mentén. Ezt fejezziik ki
a ds/dt = 0 Osszefiiggéssel, ahol s az entropia és a derivalt az elmozdulastér egy pontjaban
van értelmezve. Ennek kovetkezményeképpen a Gibbs-Duhem relaciobol egy tomegegységre
(dV =d(1/p)) fennéll a (6) egyenlet (e az egységnyi tomegt folyadékelem belsd enerigéja)

1
de = T'ds — pd (—) =Tds + %dp, (6)
p p

mely egyenletbdl, ha osztunk di-vel és figyelembe vessziik, hogy ds/dt = 0, a

de pdp

d = Pt @
p= dt

ahonnan a teljes derivéltat a fentiek alapjan kifejtve, felhasznalva a (2) kontinuitasi egyenletet

és a (5) Euler-egyenletet a
de  Oe P
pria + V(ve) = —;Vv (8)

alakra jutunk.

Ha csak a felirt egyenleteink lennének, akkor kevesebb egyenletiink lenne, mint ahany is-
meretleniink. Ezért meg kell teremteni a kapcsolatot az € és a p kozott. Ezt tessziik meg az
dllapotegyenlettel, melyek alakja a kovetkezd:

€ = Kp (9)

ahol, ha a x konstans, azaz ¢ = konstans - p, akkor aranyos az anyagbeli hangsebesség négyzeté-
vel. Ez a legéltalanosabb esetben fiigghet a hémeérséklettsl és a nyomastol is. Tudjuk, hogy az
anyagban a zavar hullimként terjed, igy tomegegységre vonatkoztatva a kozegbeli hangsebesség

[Op 1 €
Cs = E—)c—g—]—)—l{ (10)

Lathato, hogy 1/k nem mas, mint a kozegbeli hangsebesség négyzete.
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3.2. A relativisztikus hidrodinamika

Ebben a részben a hidrodinamika relativisztikus megfogalmazasat, az alapegyenletek szar-
maztatdsat mutatom be, a relativisztikus targyalasmodnak megfelelGen négyes-formalizmusban.
A levezetések sordn mindenhol a ¢ = 1, kg = 1 egységrendszert hasznalom, ahol ¢ a fénysebesség,
kp pedig a Boltzmann-allandé.

Kontinuitasi egyenlet

A relativisztikus kontinuitasi egyenlet
Oy (nut) =0, (11)
alaki, ahol u* a négyes-sebesség, n pedig a részecskeszam-stiriiség. Ha komponensenként kiirjuk,
és vessziik a klasszikus hatéaresetet (azaz v < 1), megkapjuk a klasszikus kontinuitasi egyenletet.
Euler-egyenlet, energia-egyenlet

Az energiamegmaradast és az Euler-egyenletet az energia-impulzus tenzor (EIT) divergen-
cidjanak eltiinése adja.

o0, T"" = 0. (12)
Nyugvo folyadékra
e 000
mofoz o o
00 0p

alakban adhaté meg az EIT, azaz fennéll a
" = (e + p)uu” — pg"” (14)

osszefiiggeés, ahol g"” a metrikus tenzor. Ha behelyettesitjiik ezt az alakot a (12) egyenletbe és
felbontjuk a zarojeleket, a kovetkezGkre jutunk:

d, ((e + p)uu" — g") = u’u'0 e + eu'O,u” + eu” d,u+ (15)
+ u’utd,p + u’po,ut + utpo,u’ — 0,9"p =
= [(e+p)u O’ + (uu! — g")d,p] + (16)

+ [u* ((e 4+ p)Oy,u” + u”0ye)] =0

Ha vessziik az egyenlet wu,-vel vett projekciojat, akkor az els6 zardjeles kifejezés egyenls lesz
nullaval és megkapjuk a relativisztikus energiamegmaraddst biztositd egyenletet:

(e +p)o,u” +u’0,e =0, (17)
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szorozva u”-vel és kivonva az eredeti egyenletbdl, az Fuler-egyenletet kapjuk:
(€ + p)u”dyut = (g" — u'u”)0,p. (18)
Az dllapotegyenletet itt is fel kell irni:
€ = KD. (19)

Ezeket az egyenleteket kell tehdt megoldani ahhoz, hogy egy lehetséges sebesség—nyomés—
szamsiriség rendszert kapjunk.
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4. 1+1 dimenzi6és megoldasok

Ebben a fejezetben olyan relativisztikus hidrodinamikai modelleket mutatok be, melyek
az alkalmazas szempontjabol fontos szerepet toltenek be a nehézion-fizikai kutatasokban. A
megoldasok azért is fontosak, mert a relativisztikus hidrodinamika egyenletei bonyolultak, nem-
linearisak és ezért egzaktul nehezen megoldhatoak. Klasszikus hidrodinamikai megoldasokbol
lényegesen tobb ismert.

4.1. Landau—Khalatnikov-megoldas

Landau javasolta els6ként a folyadékmodell alkalmazasat a relativisztikus iitkozések leiraséra,
mint példaul a légkdrben lezajlo proton-proton iitkdzések. O vezette le a relativisztikus hidro-
dinamika egyenleteit és talalt is azokra egy megoldast 1+1 dimenzioban [13], mely azonban
implicit, igy nehéz vele szamolni. Mivel ez a megoldas csak longitudinélis irAnyban értelmezett
nem szamolhatok bel6le az altalunk vizsgalt mennyiségek.

A megoldasban a mar emlitett

T,
— 0 20
- (20)
Osszefiiggést attranszformaltik a
J(Tu,) OT
=0 21
U Oz, * oz, (21)

kifejezésbe. Mivel a vizsgalt tartomanyban az litk6zs részeket lapitott korongnak lehet tekinteni,
ezért elegendd csupan két koordinataval foglalkozni (melyek a t és a z koordinaték):

8(Tu1) 4 8TU4
81’4 8951

~0. (22)

Vezessiik be a relativisztikus hidrodinamika egydimenziés mozgasanak potencidljaként a ¢ fligg-
vényt:

e 0o
Tu = ——. Tu, = —— 2
“ 81’1’ t 0934 ( 3)
ahol ¢ kielégiti a
d¢ = Tugdry + Tuydzy (24)

relaciot. Ha bevezetjiik ¢-t x4 helyett, ug = 1/v/1 — v2-et az uy helyett és az z-et az x; helyett,
akkor a

dp = —Tupdt + Tuydx (25)
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kifejezést kapjuk. Definidljuk a sebességet az ug és uy
u; = sinha, wy = cosha (26)
véalasztassal. Elvégezve egy Legendre-transzforméciot T-ben, a-ban, a kivetkez6 potencial adodik:
dx = d(¢ + Tupt — T'uy ). (27)
Ezen egyenletbdl a kévetkezs egyenlet irhato fel:

ox _

2 2
— — s+ (g —1)
0 0 ay

0%y 0%y

0 28
ahol y = InT/Ty. Tovabbi egyszertisités a 3p = € és ¢ = 1/3 kikotés, vagyis itt a k = 3, azaz
konstans:

P*x  0*x 28_x_

XX HZPA 2
oa?  Oy? dy 0 (29)

Uj véltozokat bevezetve és matematikai atalakitasokat elvégezve adodott egy megoldas, mely,
bevezetve az

t—gm =T, lnt ;x =7 (30)

In

kifejezéseket (ahol A a Lorentz-kontrakciot szenvedett magok vastagsaga) és figyelembe véve a
Stefan—Boltzman-hataresetet (¢ ~ T%):

4
€ = € exp —5(77—1—7'—\/777') : (31)

alakban all elé.

4.2. Hwa—Bjorken-megoldas

Hwa [14] volt az, aki ezt a megoldéast megtalalta. Ez csak 1+1 dimenzios és gyorsulasmentes,
de explicit. Ez konnyiti az alkalmazéast a Lanndau—Khalatnikov-megoldassal (LK) megoldassal
szemben.

Hwa definialt egy f(k) impulzuseloszlas fiiggvényt, mely azt mondja meg, hogy a megfi-
gyelhets részecskék milyen valoszintiséggel talalhatok k, impulzussal még a kifagyas elétt egy
adott helyen. A jelenséget b = 0 impakt paraméterrel irta le tomegkdzépponti rendszerben. Azt
feltételezte, hogy a részecskék kezdGsebessége az iitkozés kdzéppontjanal a legnagyobb és kifelé
egyre csokken. Igy a kozépponttol tavolodo részecskéket olyan szeletekre osztotta, melyekben az
atlagos helyzetet x,-vel jelolte. Definidlta az F'(x, k) szamstirtség fiiggvényt azon részecskékre,
melyek ezzel az x,-vel jellemezhetd szeletben k és k + dk kozott talalhatoak.
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Az volt a feltevés, hogy létezik ilyen F'(z,k) fiiggvény és ez megteremti a kapcsolatot a
folyadék makroszkopikus tulajdonsagai xz, és a részecskék mikroszkopikus tulajdonsagai &,
kozott. Definidlta a fluxust:

3k
S, = /k’uF(éE, k)k—o az EIT pedig (32)
>k
Tuu(x) = /kﬂkVF(I', k)]{j_ (33)
0

alakban &ll el6. Amig a részecskék szama megmarad, addig az EIT-nak is ,meg kell maradnia”,
vagyis kapunk egy kontinuitasi egyenletet:

9,5" =0 (34)
8, T =0, (35)

A modell megadja a részecskeszam rapiditaseloszlasat a sebesség fiiggvényében :

WG] &

ahol v = 1/4/1 —v2. Lehet, hogy a tomegelem ttja a Minkowski tér-id6ben nem egyenes.
Definidljuk ( z# = (¢, z) a cella kozepét adja) :

V= —, U= —. (37)

Az u = v egyenlGség nem feltétleniil kell hogy igaz legyen, de ebben a specialis esetben feltessziik,
hogy az. Igy adta meg Hwa a sebesség mezét. Jelen megoldasban a (36) képlet a kovetkezd alakot
olti:

dN

i 38

dy 70, ( )
ahol 7y a keletkezéstdl a kifagyasig eltelt sajatids.

Bjorken [15] a korabban meglévé Hwa-féle megoldast mas alakra hozta, melybdl jo kozelités

adhato a kezdeti energiastirtiségre a mért energiasiirtiségb6l. A megoldashoz Bjorken definidlta
a kovetkezd fiiggvényeket:

e =¢€(T,m) (39)
p=p(7,n) (40)
T =T(r,n) (41)
w = (T, 1) (42)

ahol n a rapiditas, 7 a sajatidé. Ez a modell is a Hwa altal bevezetett sebességmezét hasznalja:
x,/T = wu,. Termodinamikai megfontolasokkal, a kovetkezs Gsszefiiggést kapta Bjorken az al-
lapotegyenletre:

=1 (43)
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ahol B = T~'. Ha az EIT nyoma nem negativ (T > 0), a tagulasbol kovetkezGen, ¢ > 3p.
Vagyis:
on
— <0. 44
5 < (14
A kezdeti energiastriiséget pedig az alabbiakbol lehet megéllapitani egységnyi rapiditas inter-
vallumra, a nulla rapiditas koriil:
d
¢ — <m_t>_n’ (45)
(R27To) dn
ahol a dn/dn a részecskeszdm, R*m a létrejovs anyag keresztmetszetének feliilete, melyet kisérleti
adatokbol (pl. HBT mérésbol) meg lehet becsiilni, (my) pedig az atlagos transzverz energiat
jelenti, ha p, = 0. A rendszer longitudinalis mérete a 7y kezdeti sajatidével kozelithets, igy a
nevezGben a dn - térfogat all.
Elegendé a Bjorken esetben a végéllapotot ismerni, mivel a gyorsulas hianya miatt a rapid-
itds Lorentz-invarians.

4.3. Bialas—Janik—Peschanski-megoldas

Ez a megoldas [16] azért rendkiviil érdekes, mert Gsszekoti az elézéekben emlitett LK- és a
HB-megoldast. Lényegében interpolal a boost-invaridns Bjorken kép és a nem-boost-invarians
Landau kép kozott. Ez egytttal azt is jelenti, hogy ez a megoldas is 141 dimenzios.

A hidrodinamika egyenleteit fényktup valtozokban irja fel.

ut = et

zy =t+ 2 (46)

ahol, u™ a négyes sebesség fénykip-komponensei, z; pedig a fényktp kinematikai valtozoi.
Ezen koordinatdkban az energia-impulzus tenzor eltlinése a kovetkezSképpen néz ki (nem
szabad elfelejteni, hogy 141 dimenzios a megoldas, vagyis az energia-impulzus tenzor 2x 2-es):

aiT‘ﬂ%&(T“ +T) — %WT“ FT%) =0 (47)

P

letet, két Osszefiiggést kaptak:

(14g9)

904 [Inp| = — 5 vy — ey, (48)
1 2 2 _
go-lmp] = LDy O Lo,y (19)
Ezeket egy egyenletbe Gsszefoglalva
g°—1
0,0-y = (0-0-(e™) — 00, (e™)). (50)

41+ g)?



4 1+1 DIMENZIOS MEGOLDASOK 13

Ezen egyenletekbe behelyettesitve az tn. Bjorken-ansatz-ot, mely

y=n (51)

ahol y a rapiditas, n pedig a "tér-idé" rapiditas:

1 E—+p 1 t+ 2
— Zn( =2£ =21 02
Y 2n<E—p) 1 2n(t—z) (52)

alakokat kapjuk. Egy boost-invarians alak adodik a nyomasra mely csak a sajatidétél fiigg:

K+1

P=poT . (53)
Az (51) egyenletet fénykip koordinatédkban felirva
2y =Inut —Inu” =Inf(2y) —Inf_(2) (54)
és beirva a (50) egyenletbe a

F0-0.() = f10.0:(F1) = (5)

osszefiigges adodik, ahol A egy konstans. Igy ezeket egy egyenletbe 6sszefoglalva

AQ
=5 (56)

alakra jutunk. Ez az egyenlet megoldhato, ha f’-vel szorzunk és f-fel osztunk:

[(f)?) = A%[In f]' = f' = A\/In(f/H) (57)
ahol H egy tetszGleges konstans. Ez az egyenlet megoldhato:
F dF’

h -
r /In(F")

ahol a F' = f/H és h = H/A jelolések keriiltek bevezetésre. Ebben az egyenletben a z-nek és
h-nak jut rendkiviil fontos szerep, ugyanis, ha h — 0 és z4 fix, a megoldas boost-invarians lesz,
mig ha z1 — oo és h fix, akkor visszakapjuk a nem-boost-invarians Landau megoldast.

Z_ — 20—

(58)

4.4. Nagy—Csorgdé—Csanad-megoldas

Ez a megoldas [17| gyorsuld, egzakt és explicit elgéll. Nagy elénye a LK megoldéssal szem-
ben az, hogy explicit felirhaté és 3+1 dimenzidés. A HB megoldassal szembeni elénye az, hogy
gyorsuld. Raadasul specidlis esetként tartalmazza a HB megoldast és szamithaté belSle a kezdeti
energiastriiség. Tovabba hasznéalhat6 az ultrarelativisztikus nehézion {itkdzésekben lejatszodo
folyamatok élettartamanak becslésére és meghatarozhato bel6le a rapiditaseloszlas (dn/dy)
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értéke is. A megoldas a relativisztikus hidrodinamika egyenleteit atirja Rindler-koordinatés
alakba:

,
n= artanh; , T=Vt2—r? L azaz (59)

r=r7sinhn, t=7coshn. (60)

Amikor v = tanh £2(n), ahol Q a folyadékelem rapiditasa a tagulas sorén, a (17), (18) egyenletek
a kovetkezd alakot o6ltik:

ds2 T Op 10p
l)— = ——— —coth(Q2 —n)—— 61
(H+ )dn paT €O ( n)pan7 ( )
K+ 1dS) T Op 1 k+1d—1 sinhQ2
— =————tanh(2 —n)- — : 62
Kk dn pOT anh( 77)10 Kk sinhncosh(Q2 —n) (62)

Ezen egyenleteket a kovetkezd alakt sebesség- és nyomasmez megoldja:

v = tanh(\n) (63)
azaz, ebben az esetben () = A\n és
To\ M5
P="o (?0) : (64)

Ha specidlisan A = 1,d, x € R, a HB megoldéas adédik. Ha A = 2,d € R,
k = d, egy gyorsuldé d dimenziés megoldast kapunk. Ha XA € R, k,d = 1, akkor egy specidlis
allapotegyenletet kapunk, de altalanos sebességmezét.
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5. Egy 341 dimenziés megoldas

5.1. Csorgé—Csernai-Hama—Kodama-megoldas

Ez a megoldas [18] ellipszoidalis szimmetriat feltételez. Ez az egyszert feltevés, a tagulo
anyag geometridjara vonatkozik. Az iitkdzések leirasara érdemes azt a megszoritast tenni, hogy
a termodinamikai mennyiségek egy feliileten legyenek allanddak. A korabbi relativisztikus e-
setekben ezek a feliiletek vagy szférikus szimmetridval rendelkeztek, vagy mivel 141 dimen-
ziosak voltak, semmilyennel. Jelen megoldas az s skalavaltozo jo megvalasztasaval egy tagulod
ellipszoidot ir le.

s = + + (65)

ahol X (t)%,Y (t)?, Z(t)? csak az id6t6l fiiggs skalaparaméterek, , y, z pedig a koordinatak. Mivel
taguld megoldast vizsgalunk, sziikséges egy, a tagulast jellemzd sebességmezd valasztasa is. Az
asztrofizikdbol kolcsonozhetiink egy ilyet, nevezetesen a Hubble-sebességmezét, mely gombszim-
metrikus. Ez egy roppant egyszerii, de hatékony felirdsa a robbanas jellegti folyamatoknak. A
sebesség aranyos a tavolsdggal, Hubble felirasiban v = H - r, ahol H a Hubble-konstans. A
vizsgalt megoldasban kicsit masképp irjuk fel, de a jelentése ugyanaz lesz az altalunk hasznalt

formulanak is:
X Y Z
M pr— 1 — — —
u Y < 7X'I7 vi Z) ) (66)

ahol v =1/v/1 -2, X = X tY=Y - t,Z=20-tésu= x# /T, x* a térids négyesvektor, T
pedig a sajatid6. A megoldast adé termodinamikai mennyiségek

n = ng (1>3u(s), (67)

T=T, (710)3 ﬁ (68)
p=po <%)3+& (69)

alaktak, ahol n a szamstrdség, T a homérséklet, p a nyomds és py = noTp. A fenti sebesség-
mez§ és termodinamikai mennyiségek X,Y, Z = all. feltétel mellett megoldjak a relativisztikus
hidrodinamika egyenleteit. Ha a v(s) skalafiiggvény egy ellipszoidot ir le:

v(s) = e /2, (70)
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5.2. Meérhet6 mennyiségek
A forrasfiiggvény

Ebben a részben bemutatom, hogy a fenti eredményekbdl hogyan lehet kiszamolni megfigyel-
heté mennyiségeket. Ezeket a szamolasokat a [19] cikk részleteiben tartalmazza. Ahhoz, hogy
a megfigyelhetd mennyiségeket ki tudjunk szamolni ebbél a modellbél, tudnunk kell a forras-
fiiggvény S(x,p) alakjat, mely meghatarozza, hogy milyen valosziniiséggel keletkezett az adott
részecske adott helyen, adott impulzussal. Pillanatszeri kifagyast feltételeziink: H(7) = 6(7—1p)
ahol H(7) a hadronizaciot jellemz§ fiiggvény, ami csak a sajatid6tsl fiigg.

Az ilyen forrasfiiggvényeket a relativisztikus formalizmusnak megfelelGen a Maxwell-Jiittner-
eloszlasbol kell szamolni:

Puuﬂ
S(z, p)d4x = ./\/'ne_WH(T)dTpud?’EM(x), (71)

ahol d*%, () a kifagyasi hiperfeliiletek vektormértéke, melyek Lorentz-merlegesek erre, p*d®>,, (z)
a Cooper—Frye-faktor. Mivel ebben a megoldasban a kifagyas konstans 7 mellett torténik, ezért

3
uyd°T

feltehetjiik, hogy d*%,(z) = o, esdT = %, és a forrasfiiggvényt a kovetkezd alakban irhatjuk:

_ pput () puu“

S(x,p)d*z = Nne™ 7@ H(T)

" d*x. (72)

Ezen forrasfiiggvény integraladsaval adédnak a mérhet6 mennyiségek.

A transzverz impulzus

A detektorokkal észlelt hadronoknak csak az impulzusat tudjuk detektalni a keletkezés
helyét nem. A fenti forrasfiiggvényben tehat ki kell integralni a koordinatdkra, hogy az im-
pulzuseloszlasra olyan osszefiiggést kapjunk, melyet mar Gssze lehet vetni az adatokkal. Mivel
a p, < FE, ezért a pontos mérési eredményekért a transzverz (z-re mergleges) sikbeli, ¢-t6l
fiiggetlen, an. transzverz impulzust, (p;) meérik. Tehat a forrasfiiggvénybdl a Ni(p;) transzverz
impulzuseloszlast kell kiszamolni. Ehhez ki kell szamolni az egyrészecske impulzuseloszlast:

Nitr) = [ Stap) (73)

Ha a (72) forrasfiiggvényt tekintjiik, nyeregponti kozelitést alkalmazva kiszamithato az integral.
Bevezetve a

ETyX?

T, =Ty + ——0 74

"t Ty —E) (74)
ET,Y?

T, =Ty + — O 75
72

T, = T+ o20% (76)

b(Ty — E)
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effektiv hémérsékleteketet,

_ T()T(?(Tx — TQ) R2 _ Tng(Ty — To) R2 _ TOTO2(TZ — TQ)

R2 - 4 -7 77
v ET, ’ Y ET, ’ N ET, (77)

mennyiségeket, melyek a forras latszolagos méretét adjak, a kovetkez6 adodik:

p? 3 ry v?
N1(p) _ S(x,p)d4x :NEV eQETO_zETO_2ETO_2ETO_T£O, (78)
R4
ahol
N = Nng (21)? (79)
T T T
E=|E pi(l_T_z> pi( _T_) p§<1—T—g) (80)
B E E E 7

V=R, R, R.. (81)

Bevezethet§ a transzverz impulzus, p; a

bt = v px2 + py2 (82)

alakban, ahol p, = p,cos¢ és p, = pysing. A p, = 0 feltétel miatt az energiat az tn. transz-

verz tomeggel helyettesitjiik: m; = y/m? + p;2. Ezeket a (78) egyenletbe helyettesitve néhany
atalakitast elvégezve, bevezetve a

271 1

_po (11
Y (Ty Tx) ’ (83)

1 1/1 1
==+ = 84
T Q(Tx+Ty> (84)

Osszefiiggéseket és szétbontva az exponencidlis fliggvényt szogtdl fiiggs és nem fiiggs részekre,
a kovetkezot kapjuk:

Ptz E

_— pe?
Ni(p, ¢) = NEV eWcos20o 25T 126y T | (85)

E alakja

E:(E_p_%ertzTOCOwQ+p$TDSjn¢2). (86)

E ET, ET,
Trigonometrikus azonossagok felhasznalasaval ez
2

_ o7y
E= (E - % + gT;f — 9Tyw cos ¢>> (87)
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alakra hozhat6, vagyis a kovetkezs Osszefiiggést kapjuk:

2 2
Pt +Pt _FE

— 2Tyw cos (b) Veweos2oe 28Ty T2ETy  To (88)

2 2
~ Py p; 1o

N =N|F—-=%+
1P, @) ( E  ETg

Felismerve F atalakitasiban a médositott Bessel-fiiggvényekre vonatkozo

1 2
I(w) = —/ €W 5 2% cos(2ne)de (89)
2m Jo
azonossagot a ¢ szerinti integralas elvégezhetd. Igy a kovetkezs alakra jutunk:
_ Pz2 i_i 2 Te - T
Ni(pr) = NVe 2o 2875 75 (( E— Z%(E;TO)) Ip(w) — 2T011(w)) . (90)
eff

Mivel a w az adatok paramétertartomanyban kicsi, ezért Iy(w) =~ 1, I (w) ~ 0. Igy a transzverz
impulzus-eloszlasra egy kozelité alakot kapunk:

S T — T, _w? B
N1<pt) =NV (E — p—t (E?ﬁ O)> e 2ETeﬁ»+2ETO 71%. (91)

Az elliptikus folyas

Természetesen minket a szogfiiggs eloszlasok is érdekelhetnek. Ha Fourier-sorba fejtjiik a
(85)-et:

Ni(p) = Ni(p:)

1+2- Z Uncos(nqb)] . (92)
n=1

A Fourier-komponensek koziil a masodik az, amely az impulzuseloszlas transzverz sikbeli
aszimmetriajat méri. A t6bbi komponens szimmetria okokbol elhanyagolhaté. Ugyanis ha nem
teljesen centralis az iitkozés, akkor a folyadék térbeli aszimmetriaval fog rendelkezni, s mivel
a keletkez$ anyag részei kolesonhatnak egymaéassal (kollektiv dinamika), ez impulzustérbeli asz-
immetriat okoz. Ha a részek nem hatnanak kélcson, mint példaul a gazokban, akkor az im-

pulzustérbeli aszimmetria nem alakulna ki. Igy azonban az elliptikus folyast a
. JoT doNy(pe, d)cos(26) (03)

Jo " doN: (pr, )

képlet definidlja. Ezen integraloknal is felhasznalhatok a Bessel-fliggvények és tulajdonsagaik:

(E — M) (w) — To(Io(w) — In(w))

Tog B

va(pr) = (94)
(E — p%(;zf:;ETO_)> ]O(w) — 2T0]1(w)
amibdl, ha felhasznaljuk, hogy kis w-re I1(w) =~ 2wly(w) és Ir(w) =~ 0, akkor a
. Il(w) 2T0
valP) = 70 (1 R Ty (95)
ETen

alakra jutunk.
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Kétrészecske korrelaciéo (HBT)

Ezt a modszert eredetileg kvazarok szogatmérGjének meghatarozésara hasznaltak, mely
azonban a nehézion-fizika teriiletén is sikeresnek bizonyult. A lényege az, hogy a kétrészecske
impulzuseloszlast nem figyelhetjiik meg gy, mint két kiilon részecske impulzuseloszlasanak
szorzatat, mert a hullamfiiggvényt szimmetrizalni kell. Bozonikus részecskék esetén ez adja a
Bose—Einstein-korrelaciot (fermionok esetén Fermi-Dirac tipust korrelacio figyelhetd meg). Ez a
modszer értékes informaciokat szolgaltat a forras geometridjarol; tulajdonképpen ez az egyetlen
ut, mellyel képet alkothatunk a forrasrol. A kétrészecske korrelacios egytitthatot a kovetkezd
képlet definialja:

02(171,]?2) = %a (96)

ahol Na(p1, ps) a kétrészecske impulzuseloszlas fiiggvénye, mely tartalmazza a kvantummecha-
nikabol kovetkezé interferencia-tagot. A szimmetrizacid miatt a korrelacios fiiggvény kozotti
kapcsolat p; ~ ps feltétellel, bevezetve a K = (p; + p2)/2 atlagos impulzus és a ¢ = p; — py
jeloléseket, feltéve, hogy ¢ < K

|8 K)
Co(q, K) =1+ 30, (97)
ahol
S(q, K) = /S(:L‘,K)emdx4 (98)

Fourier-transzforméacié. Mivel barmely fiiggvény Fourier-transzformaltja a nulldban nem maés,
mint a fliggvény integralja, ezért a nevezében is egy Fourier-transzformalt all.
Felhasznalva a (78)-t, néhany integralast elvégezve a kovetkezdre jutunk:

Coq, K) = 1 + e~ et Ryay+Rza2) (99)

Itt R,, R,, R, a korrelacios sugarak, melyek fiigg(het)nek K-t6l. Ha nem pillanatszert kifagyast
feltételeztiink volna, akkor az exponensben még kaptunk volna egy RZg3 tagot. Ennek a késGb-
biekben lesz jelentGsége, mint a pillanatszert kifagyas bizonyitéka. A korrelacios sugarak a
forrés latszolagos méretét adjak:

2 _ w R — Tors (T, — To) R? — Torg (T — Tp)

R
g ExT, = ExT, == F ExT.

(100)

ahol Ex az atlagos K impulzushoz tartozoé kinetikus energia (N.B. p, = 0), T, T,, T, pedig az
atlagos impulzusnal vett effektiv hémérsékletek. A szokésos Bertsch — Pratt-féle koordinatarend-
szer haszndalatos, az elnevezések is ezt tiikrozik (out — a részecskepar atlagos transzverz im-
pulzusanak irdnya, long — z tengely iranya, side — el6z6 kettére meréleges, szintén a transzverz

sikban).
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A koordinata transzformaciobol

R:+ R?
RZut - Rzide = %7 (101)
Rlzong = Rz (102)

alakok adodnak. Az illesztésnél ezeket hasznéljuk. Az illesztésnél bevezetheték a kdvetkezd
aszimmetriara jellemz6 mennyiségek:

_X§-W

e==-2_"0 ¢ 103
X5+ Yy (103)

1 1/1 1

= (—=4+—). 104

u 2(X3+Y02> (104

Az elliptikus folyasnal az € az impulzustérbeli aszimmetriat jeloli, mig az impulzus-eloszlasnal
az atlagos transzverz sebesség u?.
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5.3. Meérhet6 mennyiségek konstans h6mérséklet profil esetén

Ha a skalafliggvényt egynek valasztjuk, azaz
v(is)=e 2 =150b=0 (105)

akkor az azimutdalis aszimmetria vizsgalatanak lehetGségét elveszitjiik. Példaul a vy elliptikus
folyast kiszdmolva nullat kapunk. Ennek ellenére azért tartottam érdemesnek ezt az esetet
végigszamolni, mert a késébbi fejezetekben bemutatasra keriils lehetséges altalanositasok mind
konstans hémérsékletprofilra vonatkoznak. A dolgozatban ez is egy sajat eredményem. Az LHC
adatok esetén a spektrumot és a HBT-sugarakat is le tudja irni, az illesztés elvégezhetd.

Ha a v(s) = 1 akkor fel sem meriil, hogy b-nek értéke lenne, igy egy egyszertibb forrasfiig-
gvényt kell kiintegralni, hisz minden iranyfiiggé tag elttinik:

(106)

3
S(z,p)d*r =Nng (%) exp

_(Et — PaTe — PyTy — pzrz)] 5¢
0\ 3/K
T ()"

% (Et — Py — DyTy — pzrz)(s(

; T — To)drd’x

At = /r?+r2+r2+ 72 befrva a forrasfiiggvény (107) kifejezésébe, elvégezve a Dirac-
deltara val6 integralast lehet élni az el6z6 fejezetben is hasznalt masodrendii kozelitéssel, vagyis
a kovetkezore jutunk:

E ! T z' z xr!'xT z' z
Nip) = | Nngexp |-+ Lele TPy TR [ Pole TRy FPT2 ) 3 (g7
R3 Ty 7010 To

Ebbdl az integralbol ki lehet emelni tagokat, illetve fel lehet bontani a zardjelet, a szemléletesség
kedvéeért:

-F
Ni(p) = Nngexp {} X (108)
To
< E - exp DaTa + PyTy + D272 _ / DaTa + PyTy + D272 exp PaTa + DyTy + D272 B
R3 T()To R3 T0 T()T()

Az maximalis emisszi6 helye és az emisszi6 fiiggvény szélessége kozelithetd

_ P70

s = —, 109

ro= o (109)
T0T2

R? =2 110
- (110)

valtozokkal. Igy a kovetkezd kifejezést kapjuk:

— r24+r24+r2FE P>
Ny (p) = ~B/Ty I / T oy 111
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A Gauss-integralokra vonatkozo Gsszefiiggések alapjan ez az integrél elvégezhetd:

2T07'027T 3/2 —-F p?
N = E —_— : 112
] e e T (112)

Lathato, hogy a b # 0 esethez hasonlo eredmény adddott. A kiilonbség az exponensben az, hogy
az iranyspecifikus indext tagok hianyoznak, amint az varhato is volt. Az el6z6 esetben E-ra
egy Osszetett kifejezés adodott, jelen esetben azonban egyszertien E = E. A V pedig V = R?
alakt, mig az N = N'ng (2r)*? maradéktalanul megjelent.

Ahhoz, hogy a transzverz impulzuseloszlast kapjuk meg, az el6z6 fejezethez hasonléan
elvégezhetjiik az attérést. Mivel azonban nincs irdnyfiiggés, a kovetkezs egyszert alakot kapjuk:

Ni(p:) = NER?exp i + vi (113)

e T, ' 2ET,|

Ha elvégezziik a Fourier-transzforméaciot, mint az el6z6 esetben, akkor megkapjuk, hogy a
HBT sugarak megegyeznek:

R%, = R?

side out

= Rlzong = Rz' (114)
Azt is érdemes megemliteni, hogy ha egyszertien vessziik a b # 0-nak megfelels kifejezéseket
és elvégziink egy b — 0 hatdratmenetet, akkor ugyanerre az eredményre jutottunk volna.
Vagyis a (113)-beli eloszlas olyan konstans, azaz csak id6t6l fliggd hémeérséklet profillal
rendelkezd eloszlas, mely illesztheté az adatokra.
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6. Illesztés az LHC adatokra

Sajat eredményem az illesztések elvégzése mind a két esetben. Az adatok illesztéséhez egy
C-++ programot irtam a Minuit illesztGcsomag felhasznélasaval, melynek részletei a Fiiggelék-
ben talalhatok.

6.1. Az eredmények

Az illesztett paramétereket és értékeiket a 1. tablazat foglalja Ossze, valamint a 3. abra
mutatja. A mennyiségeket egyiitt illesztettem. Ez példaul a [19] cikkben nem volt lehetséges.

Paraméter || Ertéke Hibaja
To[MeV] 246 + 2
€ 0.09 =+ 0.001
u 3.3 +0.2
Tolfm/c| 8.06 =+ 0.09

1. tablazat. A spektrum, a HBT sugarak és a vy illesztése az LHC ALICE detektor adataira
[10-12]. Lathatd, hogy a hémérséklet joval magasabb mint a kifagydsi homérséklet, vagy mint
a [19] cikkben kapott 200 MeV. Azonban ez csak a tizgomb kizepének homérséklete. Tovdbbi
vizsgdlatok kellenek a pontositdshoz. Az € paraméter kicsi, mert a spektrum az azimutdlis sz-
immetria felé viszi az illesztést. Az ul/b mennyiség azért negativ, mert a b negativ. Mivel a
szamoldsok sordn csak ez a kombindcid fordul eld, érdemes volt ezt illeszteni. A 19 az eddigi
illesztésekkel hibahatdron belili eqyezést mutat. (1 fm =3 -107%4s/c)

Mindezen eredményekbdl lathato, hogy a vizsgalt hidrodinamikai modell alkalmazhat6 az
ALICE altal mért adatok leirdsara. Ehhez azonban kellett tenni néhany megszoritast. A hidro-
dinamikai kép csak ~2 GeV-ig érvényes, mert onnan mar mas folyamatok dominéalnak. Azon-
ban az elliptikus folyas abrajarol, illetve a magas hémérsékletbdl lathato, hogy a modell nem
tokéletes. A vy dbran lathatd, hogy az illesztés nem tokéletes, mely azzal magyarazhato, hogy
az, v’ = x¥ /T gdmbszimmetrikus sebességmezd, igy az azimutalis aszimmetriat leiro elliptikus
folyas nem illeszthet6 megfelelGen.

6.2. Az eredmények konstans hémérsékletprofil esetén

Az illesztéseket ebben az esetben is ugyanazzal a koéddal végeztem el, csak a megfelelg
fiiggvények definiciojat modositottam az 5.3-as fejezetnek megfelelGen. Igy csak két paramétert
kellett illesztenem, mert a hémérséklet eloszlasban megjelens Xo, Yy, Zo tagok ebben az esetben
konstans értékiek. Tovabba a gémbszimmetria miatt az elliptikus folyast sem kellett illeszteni.
Az illesztések paramétereit a 2. tdblazat tartalmazza, valamint a 4. dbra mutatja az abrézolt
fiiggvényeket.
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3. abra. A spektrum és a HBT sugarak illesztései az LHC adatokra. Figyelembe kellett venni,
hogy a hidrodinamikai kép csak ~2 GeV-ig ad jo eredményeket, mert korilbelil eddig tekinthetd
érvényesnek a hidrodinamikai kép.

’Paraméter H Erték Hiba ‘

Th 201.18 =£0.64
To 8.35 =£0.80

2. tablazat. Az illesztett paraméterek értékei a spektrumra és a HBT sugarakra.

7. Realisztikus allapotegyenletek

7.1. Megmarado6 részecskeszam

Az el6z6 fejezetben bemutatott megoldasban a x konstans. Altalanosabb eredményre jut-
hatunk, ha feltessziik, hogy a x fiigg a hdmérséklettsl: k = w(T') [20]. Ezt behelyettesitve az
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4. adbra. A spektrum és a HBT sugarak illesztése a b = 0 esetben. Az illesztési paraméterek
értékeit az 2. tablazat tartalmazza.

eddigi allapotegyenletbe:
e = k(T)p, (115)

ahol nT' = p. Az el6z6 fejezetbeli megoldashoz hasonléan a szamstriiség

n = ng (%) u(s) (116)

osszefiiggeéssel értelmezett, v(s) tetszdleges fiiggvény, s pedig a (65) is felirt skdlaparaméter. A

sebességtér itt is Hubble-jellegt lesz, figyelembe véve az ellipszoidalis szimmetriat:
ok
b= — 117
w=" (117)

alakban all els, ahol az s egyiittmozgd derivaltja eltnik: u#0,s = 0. Behelyettesitve a (116)
kifejezést a kontinuitasi egyenletbe, u0,s = 0 teljesiilése mellett, V-re a kovetkezd Osszefiiggés
adodik:

w0,V = Vo,ut. (118)

Ez akkor teljesiil a fenti sebességmezére, ha V = 73 és s skalaparaméter a (65) alakban all el6.
Az energiaegyenletbe behelyettesitve a (115) allapotegyenletet és felhasznélva a (116) alakot a
szamsiriiségre

nT(k + 1), u" +u'0,nT =0 (119)

alakot kapjuk. A derivaltakat kifejtve és felhasznalva a kontinuitasi egyenletet, egyszertsitve
n-nel

uTO,k + u"'k0,T +To,u" =0, (120)
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mely a kovetkezd differencidlegyenletként irhaté fel hémérsékletre:

dw(T)T
T

Atrendezve és kihasznalva a (118)-es egyenletet az

u <d’€$)T8“TT —9,In (%)) =0 (122)

To,u" +ut Omu T = 0. (121)

egyenlethez jutunk.

Ez az egyenlet két esetben teljesiil: ha a zarojeles kifejezés egyenld nullaval vagy ha a négyes-
sebesség vektor és a zardjeles kifejezéssel megadott vektor merdlegesek egyméasra. Egyszertisi-
tésként az elgbbit vizsgélom a tovabbiakban, ahogy az a [20] cikkben is olvashato. Az egyenlet
a kovetkez6 egyszertibb alakot 6lti:

AT (1), 23

ar T Vv
Ezt az egyenletet egy

Vo /T dr(TT" 0, T"
A

0

alaka egyenlettel megadott V/V megoldja. V = 73 valasztéssal az integréal elvégezhetd, és
a T'(7) fiiggvény megkaphato. Ez lathato a 8. abran és a [20| cikkben. Az Euler egyenletbe
helyettesitve a (115) allapotegyenletet, felhasznilva a (11) kontinuitasi egyenletet és (124)
egyenletet a kdvetkezo alakra jutunk:

E+1 kE+1 Vo orr(s)  OFu(s)
v I W v o L4
(k + Du"0,u* — 2 uo,u” = 2 0 (ln _V) + ( T (s) + () 0"s (125)

ahol bevezettiik a k = dsT/dT jelolést. Latszik, hogy ha k = konstans, u* = z#/7, V = 13
akkor teljesiil az egyenlet. Az esetben is teljesiil, ha u* = x# /7, V = 7%, v(s) = 7(s) = 1, ekkor
k(T) tetsz6leges.

Ebben az esetben tehat altalanosabb megoldéast kaptunk az el6z6 fejezetben targyaltnal ab-
ban az értelemben, hogy a x paraméter hémérsékletfiiggését figyelembe vettiik. A T'(7) alakjara
se tettiink fel semmit, hanem egy differencidlegyenlet megoldasaval adtuk meg, igaz impliciten.

Lattuk, hogy a
v
n = ng (VO) (126)

szamsiiriség fiiggvény, ahol u”0,s = 0 igaz az s skdlaparaméterre és megszoritas ad u”-re is,

valamint
T N\ 3
dr(TT' 1 T,
= 4T’ = 4 127
P [/TO( T T’) } 73 (127)

egyenletbdl szarmaztatott T'(7) fliggvény megoldjak a relativisztikus hidrodinamika egyenleteit.
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7.2. Nem-megmaradé részecskeszam

Altalanosabb targyalasmodot is valaszthatunk, ha nem tesziink fel a szamstrtségnek sem-
milyen alakot [20|. Ha igy jarunk el, a termodinamikai mennyiségek kozotti Osszefiiggéseket a
Gibbs—Duhem-relaciobol szarmaztathatjuk, ahol a kémiai potencial nulla, ezért a részecskeszam
nem marad meg:

e=Ts—p—>de=Tds , mivel (128)
dp = sdT. (129)
Ha az energiaegyenletbe behelyettesitjiik az € + p = T's, illetve de = T'ds-t, akkor
Tsou” +u"Td,s =0 — T, (su”) =0 (130)
egyenletre jutunk tetszéleges T' mellett, azaz s-re is egy kontinuitasi egyenlet vonatkozik:
0y (su”) = 0. (131)
Az e+ p = Ts, illetve € = kp alakokat hasznalva, a
Tso,u” 4+ u"0,kp =0 (132)
egyenletre jutunk, melybdl a derivalasokat elvégezve
Tsou” + u” (ksd,T + po,k) =0 (133)
alakot kapjuk, amelybél atrendezéssel:
w’d,T (% + ﬁ%) = O’ (134)

Specialisan itt is feltehetjiik, hogy u” egy Hubble jellegii sebességmezd, vagyis (118) tsszefiigges
teljesiilése esetén erre a megoldasra is adhato egy integralegyenlet, a (118) Osszefiiggés alapjan,
atrendezés utan T'(7)-t szintén megkaphatjuk, ha az

T !
K 1 de(T") Vo
= dT" =1n — 135
/TO (T+m+1 dT’) ny (135)
Osszefiiggést helyettesitjiik.

Ez esetben is feltehets, hogy V = 73, igy numerikusan elvégezhets az integral, ahogy az
a |20] cikkben is lathato. Vagyis, ha nem tessziik fel a szamstriség alakjat, csupan a Gibbs—
Duhem-relaciobol és a feltevésbdl, hogy k = k(T'), megkapjuk az entropiamegmaradast. Ebben
az j megoldasban a T'(7) fiiggvényt az

Tk 1 dr(T") Vo
il ar'| = 20 1
eXpUTO (T+m+1 T ) } v (136)

egyenletbdl kaphatjuk meg, a sebességmez6t pedig

u = — (137)

alakban kapjuk meg. Teljesiilnie kell a 9,V = V9, u* egyenletnek, jelen esetben V = 73
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7.3. Nyomasfiiggd allapotegyenlet

Az el6z6ekben bemutatottakhoz képest egy més megkozelités, ha x = k(p) alakot tesziink
fel [20]. Ekkor az allapotegyenlet

e=r(p)p (138)

alakd. Vagyis sem a szamstriiségre, sem a nyomasra nem tesziink fel semmilyen alakot. Kiin-
dulva az (17) energiaegyenlet atrendezett alakjabol:

Oy (eu”) + po,u” = 0. (139)

és kihasznalva a u”0,V = VO,u"” Osszefiiggést, a kovetkezd alakra jutunk:

u’oye  eu V V
4 — 0, In(— ) +u0,In (—) =0, azaz 140
p p (Vo) Vo (140)
o6 € \% Vv
W= +--0,In|— —i—&,ln(—))—o. 141
( p p (Vo) Vo (141)
Atrendezve az
€ Vo 0,¢€
-+1)0,In (—) = — 142
(p ) 4 p (142)
alakot kapjuk. Ezt egy
Vo /E de
In — = 143
" V w €TD (143)

alaki egyenlet megold. El lehet végezni egy olyan integraltranszforméciot, mellyel dttérhetiink
a p szerinti integralésra.

d
de = aidp, azaz (144)
p ﬁdp
In 0 _ / o (145)
Vv v (K+1)p
amibdl, kihaszndlva, hogy
de dr
- — - 146
5=t g? (146)

felirhato:

p K 1 dk
\a 147
/po ((/‘u+1)p+/~€+1dp) v (147)
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Ez az integral elvégezhetd, ha adott egy x(p) fiiggvény.
Azaz, ha feltessziik, hogy k = k(p), és olyan u”-t és V-t valasztunk, hogy u”9,V = Vo, u”
teljesiiljon, a fent implicit modon megadott k(p) fiiggvénnyel egy 1j megoldast kaptunk [20)].
Megkaphatjuk az el6z6 alfejezetben targyalt megoldast, ha feltessziik, hogy p = p(T'). Ugya-
nis ekkor elvégezhetiink egy Gjabb integraltranszforméciot:

dp
dp = —dT. 148
p=—r (148)
Ha ezt beirjuk a (147) integralba
P 1 dr dT 1 K\ dp
—_—— — | —=dT 149
/po (Fa—i-ldep—i_li—i-lp)dT (149)
alakot kapjuk. Figyelembe véve a dp/dT = o = (e + p)/T = p(k + 1)/T Osszefiiggést, vissza-
kapjuk a (135) alakot:
T
K 1 dk
— — | dT. 150
/TO (T+/<a+1dT) (150)

Ebbdl is lathato, hogy a nyomasfiiggs allapotegyenlet helyes eredményt ad. Az integralt
altaldnosan p-re nem tudtam elvégezni, mert a parametrizacio, melyet hasznaltam hémérsék-
letfiigg6 mennyiségeket adott meg. Mint lathattuk, a h6mérsékletfiiggés feltevése visszavezet az
el6z6 megoldasra.

Ebben a harom alfejezetben az allapotegyenlet olyan alakjait vizsgaltam, melyek realisabban
irjak le a rendszert, mint a k = konstans-t feltevé modellek. Ezekbdl a szdmolasokbol és a
kovetkez6 fejezetben talalhato ellendrzésbdl egy cikk is sziiletett [20).



7 REALISZTIKUS ALLAPOTEGYENLETEK 30

- 0.35 T T T T T LI LI B
. I T T S T

N,=6 EE

Tmm Nl=8

---------
--------------
===
.....
==

0.35 ]
05 0.25
0.25
02 7
0.15
01 7

300 ]
— 0.1

g
=
o

(M
p(T)/T*

0.2

0.15

| R R -
100 150 200 250 ]
PR I SN T TR SN TN T SO S S S

200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000
T[MeV] T[Mev]

ALRE RN RN R RN R

5. abra. A ¢, és a p/e mennyiségek, mint a hémérséklet figguényei [9]

7.4. Megoldasok vizsgalata a racs-QCD segitségével

A QCD a kvarkok és gluonok, valamint a koztiik hato erds kolesonhatas térelmélete. A racs-
QCD egy olyan nem-perturbativ kézelité modszer, mely a téridé pontjain, mint egy racson irja
fel a QCD egyenleteit. Ezzel a kozelité modszerrel kapott eredmények talalhatok [9] cikkben.
T6bb megfigyelheté termodinamikai mennyiséget, mint a nyomast, az energiastirtiséget, az en-
tropiastriiséget és a hangsebességet is kiszamoltak racs-QCD szimulaciok segitségével. Ilyen
mennyiség a ,trace anomaly”, melybdl a sziikséges k(7T) fiiggvényt is nyertem. Ennek defini-
cidja:

I'=¢—3p (151)

melyet még T*-nel norméltak. Ezt a numerikus szamolasoknal kellett figyelembe vennem. A
cikkben ezt a fiiggvényt egy parametrizacioval kaptak meg, mely

I(T)

L (152)

= exp (—hi/t — ha/t?) - (ho | Joltanh(fit + fo) + 1])

1 + gltgth

alakt ahol a dimenziotlan ¢ definicidja ¢t = T//(200MeV). A paramétereket a 3.tablazat tartal-
mazza. A racs-QCD szimulaciok alapjan késziilt a 5. abra.

Izek szama ho hq hs fo fi f2 91 g2
2+1 0.1396 | -0.1800 | 0.0350 | 2.76 | 6.79 | -5.29 | -0.47 | 1.04
24+1+1 0.1396 | -0.1800 | 0.0350 | 5.59 | 7.34 | -5.60 | 1.42 | 0.50

3. tablazat. A parametrizacichoz sziikséges konstansok értékes.

A parametrizaciobdl adodo fiiggvény, a cikkben kozolt adatok valamint konstansok alapjan
készitettem egy abrat, melyben abrazolom az adatokat és mind a két konstans szettel a fiig-
gvényeket. Ez a 6. abran lathat6. A k = I /p + 3 Gsszefiiggés alapjan, csak az [ fliggvény kellett
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6. dbra. FEllendrzésként mindkét, a 2. tabldzatban megtaldlhato konstans szettel dabrdzoltam a
parametrizdlt fiigguényt, valamint az abbol szdrmazo k figguényt. Mindkét esetben a [9] cikkben
megtaldlhato adatokat haszndltam.

integralni ahhoz, hogy kapjak egy fiiggvényt x-ra, mint az a 6. Abran lathat6. Behelyettesitve az
eredményt szintén numerikusan integralva megkaphattam a T(7) fiiggvényt, mely az 8. abrakon
lathatok kiilonb6z6 kezdhémérsékletekkel.

A s —
\

/ \\ \

AR -

35

K
\
dkT/dt

100 150 200 250 300
T[MeV]

7. abra. A k(T) és dw(T)T/dT figguények dbrdi. Ldthats, hogy a 170-250 MeV kézétti tar-
tomdnyon a szamsidriséges megoldas esetén a derivdlt negativ.

Alacsonyabb hémérsékleten az a megoldas, ahol a szamsiirtségnek konkrét alakja van, a T'(7)
fiiggvény furcsan viselkedik”. Ennek oka a x(7T') fiiggvény derivaltjanak tulzott negativsaga. Ez
a 7. abran lathato. Ebben a tartomanyban ugyanis fizikailag értelmetlen eredményeket kapunk
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T,=170MeV T,=200MeV

Megmarad6 részecskeszam —— Megmarad6 részecskeszam ——
Nem-megmaradé részecskeszdm —— | 2L Nem-megmarado részecskeszdm —— |
k=0.15
k=0.20
K=0.30 — ]

8. abra. Az integrdldsokbol kapott T(T) figgvények. Lithatd, hogy a megmaradd részecskeszambol
kapott megoldds ebben a hdmérséklettartomdnyban nem haszndlhaté. Ennek oka a k nem redlis
viselkedése, ahogy azt késébb részletesen tdargyalom.

a (120) egyenletbdl. Ugyanis, ha

dkT

ami fizikailag nem realisztikus. Ha csak a konkrét sebességmezét tekintjiik és derivaljuk

o — 0,0 = IO 0T 3 (154)

T T2 T

De ha altalanosan megvizsgaljuk az u” = v(1,v) alakot, ahol a v a harmassebesség és v =
1/4/1 — v? akkor a derivalasbol kévetkez6 harom tag jon ki:

Oy + divyv = y*vv + 3vdivv + 72 vidivv. (155)

Az els6 tagban minden tag pozitiv, kivéve ha v valamelyik komponense negativ. Ugyanez
érvényes a masodik, illetve a harmadik tagnal is. A negativ komponens azt jelentené, hogy az
egyik iranyban a tlizgomb Osszezsugorodik. Mivel a modell robbanasszeri folyamatot ir le, ez
nem realisztikus. Altalaban elképzelheté olyan rendszer, amire ez j6 sebességmezét jelentene,
de ebben az esetben nem alkalmas.
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8. Osszefoglalas

A dolgozat célja volt bemutatni, hogy a nehézion-fizika teriiletén hogyan alkalmazhatoak a
relativisztikus hidrodinamikai modellek. Rovid torténeti dttekintés utan bemutattam egy 143
dimenzi6és modellt, mellyel az illesztéseket az LHC ALICE detektoranak adataira elvégeztem.
Bar az illesztésnél a hémérsékletre magas érték adodott, ez magyardzhato azzal, hogy az anyag
bels6 részei nagyon forrok voltak.

Sajat eredményem tovabba a modell egy egyszeriisitett alakjabol kiszamitott megfigyelhets
mennyiségek és illesztésiik. Ramutattam, hogy a modell ezen gémbszimmetrikus formajaban
is hasznalhato olyan mennyiségek illesztésére, mint a spektrum vagy a HBT sugarak. Ezen
esetben az azimutalis aszimmetriat nem lehetett vizsgalni.

Harom altalanositést is bemutattam, realisztikus allapotegyenletekkel. Az els6 esetben egy
hémeérsékletfiiges « paraméterrel felirt allapotegyenletet vizsgaltam megmarado részecskeszam
mellett. Az vizsgalat soran kideriilt, hogy ez a modell ott, ahol a x deriviltja negativ, fizikailag
nem reélis eredményt ad. Ellenben, ha nem tessziik fel a megmarado6 részecskeszamot, csupan
a k = k(T)-t, a Gibbs—Duhem-relaciobol szamolva, ilyen probléma nem meriil fel. Ezekhez a
megoldasokhoz felhasznalva a racs-QCD eredményeit, numerikus szdmolés atjan abrazoltam a
T() fiiggvényt, ezzel is ellendrizve a megoldasok helyességét.

Szintén sajat eredményem a nyomésfiiggs allapotegyenletnél kapott eredmény. Mivel nem
allt rendelkezésre k = k(p) fliggvény az ellendrzéshez ( [9] cikkben a mennyiségek a hémérséklet
fiiggvényében voltak megadva), ezért ebben az esetben nem tudtam olyan numerikus analizist
végezni, mint az el6z6 két esetben, de el§ tudtam &llitani ezen megoldasbél a nem-megmarado
részecske szam melletti megoldést.

9. Ko6szonetnyilvanitas

Koszonetet szeretnék mondani témavezetémnek, Csanad Maténak, hogy betekintést nyer-
hettem egy izgalmas tudomanyteriiletre, a kutatéi munkaba és altaldban a tudomaéanyos élet
szines vildgaba. Koszonet illeti sziileimet, egész csalddomat és baratnémet, Czinder Anitat a
lelkes tamogatéasért, tiirelemért. Koszonom Barabas Péternek és Czinder Anitanak, hogy a dol-
gozatot gondosan atolvastak és értékes megjegyzéseikkel segitették munkiamat.
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10. Fiiggelék

10.1. A hidrodinamika térelméleti levezetése

A térelmeéletet jelen esetben folyadékokra alkalmazzuk. Jelen fiiggelék célja a hidrodinamika
alapegyenleteinek levezetése térelméleti modszerekkel.
Klasszikus Lagrange-koordinatazas

A Lagrange-koordinita egy tomegelemmel egyiitt mozgd, az elmozdulas tér egy pontja.
Kezdeti feltételnek egy t, idépillanatban kivilasztott ry koordinata szamit, ez azonositja a
tomegelemet. A sebességet és a gyorsulést:

v(r,t) = %r(ro,t) (156)
a(r,t) = %r(ro,t) (157)

osszefiiggések adjak, ahol ry a folyadékelem kezdeti feltétele, a t = 0 id6pontbeli helyvektor.

Klasszikus Euler-koordinatazas

Ahhoz, hogy attérjiink a Lagrange-koordinatakrol az Euler-koordinatakra a
ve(r,t) = vi(re(r, t),t) (158)
vagy az Euler-képbdl a Lagrange-képbe valo attéréshez a
vi(ro,t) = vg(r(ro,t),t) (159)

fiiggvényt keressiik, ahol a vy az Euler-képbeli sebességmez6t, mig v, a Lagrange-képbeli
sebességmezdt jeloli. Vagyis lényegében az egyiittmozg6 rendszerrdl tériink at laborrendszerre
(Lagrange —FEuler), vagy forditva (Euler — Lagrange).

A totalis derivalt a Lagrange-képbeli mez6 idéderivaltja Euler-képben. Tomoren jelolve:

dF  OF
E — E + (VV)F (160)

ahol F egy Lagrange-képbeli mez6. Igy példaul a sebességmezd a kovetkezsképpen ifrhato at:

dv_(%
dt Ot

Latjuk tehat, hogy a konvektiv tag az Euler-egyenletben tulajdonképpen egy attérés egy masik
képbe. Ha bevezetjiik J Jacobi-matrixot és annak determinansat J-t

0,
N 87’%

+ (vV)v (161)

Jab

(162)
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alakban, ahol az a,b a komponenseket indexelik akkor kapjuk

pd®r = pJd®rg = pod°ry (163)
amibdl lathato, hogy
po(To)
= . 164
RNE) oY

Klasszikus mechanikabol ismert, hogy az L Lagrange-fiiggvény megadhato, mint L=K-V,
ahol K a kinetikus, V pedig a potencidlis energia. Ezt siirliségekre atfogalmazva altalanosan
felirhatjuk

A = po (%2 - e) , (165)

alakot. Behelyettesitve az

%_2 OA N 0 OA
87"(1 B 8t 87’0‘71‘ 87’0() (‘37“(1713

(166)

alak Euler-Lagrange-egyenletbe. Itt 7, = Or,/0t, rop = Or,/0b jelolést vezetjiik be, ahol az
a,b a komponenseket indexelik. A derivaltakat kiilon-kiilon kiirva:

OA
o =0 (167)
OA

= . 1
ara’t pova ( 68)

Itt fontos még egy kozbevetés. Az adiabatikussag miatt a palya mentén az entropia allando.
Vagyis a termodinamika I. f6tétele a kovetkez6 alakot olti:

pdp
Ezt felhasznalva a harmadik tagot is kiszamitva
OA oA d  /po Pt Oe OJ .
Oray 0wy P0Ju" ( T’ SO) J20p 0y L7k (170)
és vissza irva az (166) Euler-Lagrange-egyenlet (168),(170) tagjait
v, 0 1
-2 171

alakra jutunk, ahol J a J Jacobi matrix determinansa, ijll az elmozdulastér gradiensének
inverzébdl szarmazik.
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Ha figyelembe vessziik, hogy a fenti eredményt is Lagrange-koordinatdkban kaptuk, rais-
meriink az Euler-egyenletre, hisz Euler-koordinatakban a Jacobi-determinéans kifejezései egyet
adnak. Kifejtve tehat a derivaltat a (161) szerint

8ua+(8ua>ua: 1 op (172)

(975 0% _%axa

ahol u, egy Euler-képbeli sebességmezs egy koordinataja, x, pedig egy Euler-képbeli helyvektor
egy koordindtéja.

Relativisztikus Euler-koordinatazas

A relativisztikus hidrodinamika Lagrange-siiriiségfiiggvénye a kovetkezd alaki:

A = —pe(p,s) + % (1—g"u'?) (173)

ahol p, e, s a pillanatnyilag egyiittmozgd rendszerbeli, mas szoval nyugalmi siirtiség, fajlagos
belst energia és entrépia, valamint alkalmaztuk a kinematikai kényszert. Euler képben azokat a
megmaradési tételeket, melyek a lagrange-i képben maguktol adodtak, multiplikdtorokkal kell
figyelembe venni, mint kiils6 kényszereket. Ilyen megmaradési tételek a kontinuitasi egyenlet,
az adiabatikussag, a kezdeti feltétel megmaradasa 3. Ezek utan a teljes LSF Osszeall a fenti
Lagrange stirtiségfiiggvénybdl és egy, a kényszereket is tartalmazé Lagrange stirtiségfiiggvénybdl.
Elvégezve a varidlasokat kideriil, hogy a palya mentén a Lagrange stirtiségfiiggvény értéke maga
a Nyomas:

Ateljes =p <_€ + (1)> = p(w - 6) =Dp (174)

ahol w = p/p+ € a fajlagos entalpia. A variacios elvekbdl megkaphatjuk az altalanositott Euler
egyenletet is:

Dwu;

dr

= (ww)u? = = (175)

Itt a ,; a teljes divergenciat jeloli.
Igy az EIT kanonikus el6allitisban a kovetkez&képpen néz ki:

. oA ) wo,
TY :%’i%_gg/\:pc_ﬂ uw — gp. (176)
Vagy a Hilbert-féle elgallitast hasznalva
OA w
™ =2 — " A = p=utu” — g 177
! ppuu’ —g"p (177)

A kétféle elGallitas kozotti kiilonbség az, hogy relativisztikusan mindig csak a Hilbert-féle
EIT Lorentz-invaridns. Azonban nem feltétleniil kovetkeznek belSle megmaradasi tételek, mig
a kanonikusbdl igen.

3 A kezdeti feltétel megmaradasat gy kell érteni, hogy az x° (7, ro) palyavonal invertalhaté ro-ban. Ez matem-
atikailag annyit jelent, hogy a palyak nyalabok.
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10.2. Alkalmazott modszerek

Az illesztés

A modellbdl szarmazé fiiggvényeket, mint a (91) transzverz impulzus eloszlas, a (102)
HBT-sugarak és az (95) elliptikus folyas egy C++ kodba irtam és ott a szabad paraméterek
illesztését a Minuit minimalizdlé programcsomaggal elvégeztem. Az illesztés el6tt egy kiilon
adatfajlbol behivtam az LHC ALICE detektoranak adatait és egy masik fajlbol az illesztendd
paraméterek kezd@értékeit hibajat, minimumaét, maximumét. Praktikus az adatok ilyen modon
torténd bekérése, mert nem kell folyton a kodot modositani, ha az adatok valamely értékét
modositani szeretnénk.

ifstream param(argv[l], ios::in);
while(!param.eof())

{

string parname;

param >> parname;

if (parname.compare("T0")==0) param >> TO >> TOerr >> TOmin >> TOmax;
}

param.close();

Azért praktikus ez az eljaras, mert nem a kodot kell atirni, vagy az adatfajlt modositani.
Egyszertien meg lehet hatarozni az illesztend6 pontok szamét, hibajat, stb. Példaul, ha egy
pontot sem szeretnénk illeszteni, akkor a paramétereket tartalmazé fajl a kdvetkezGképpen néz
ki:

TO 200 0.1 0 O
eps 0.51 0.1 O O
ut2b -0.32 0.1 0 O
taul 8.1 0.1 0 O
Z0v2b  -10 0 0 O
Norm le -3 0.1 0 O
v2dat 0

Itt tulajdonképpen azzal, hogy a v2dat nulla, azt deklaraltam, hogy a v2dat t&mb mérete 0,
ugyanis a kodban a kdvetkezd helyen jelenik meg a nulla érték:

for(int i=0;i<v2dat;i++)

{
double pt = ptib[il;
double datab = datb5[i];
double errorb5 = errb[i];
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vagyis a for ciklus nullatol nullaig tart.

Ha, tegyiik fel, huisz adatpontunk van, de mi csak az els§ tizet szeretnénk illeszteni, akkor
egyszertien a v2dat 10 sort kell beirni a bemeneti fajlban a megfelel6 helyre.

Tehat, ha a fliggvények deklardlasa, a mérési adatok és paraméterértékek beolvasasa utan a
minimalizalassal is kész a program, mér ki is frhatja egy adatfajlba és lehet abrézolni. Ezt én
Gnuplot szkriptekkel valositottam meg.

A numerikus analizis

A racs-QCD segitségével meg tudtam vizsgalni (ahogy az a 7.4-es fejezetben lathato), hogy
az altalanositott megoldasokbol milyen T'(7) fiiggvények adodnak. Ehhez kellett a (152)-es
egyenlettel megadott fliggvény, melyhez a paraméterértékeket is a cikkbdl vettem.

Ehhez irtam egy C++ kodot, mellyel elGszor magat az [ fiiggvényt deklardltam majd ezutan
ezt kiintegralva megkaptam a p(T') fliiggvényt. A x kiszamolasanal ezek hanyadoséara volt sziik-
ségem, ezt a kiintegralt és az eredeti fiiggvény hanyadosa adta.

A K derivaltjara is sziikségem volt az integral kiszamitasahoz; ezt szintén a kodbol kaptam.
Ezzel mar tudtam definidlni a 7.2, 7.3-as részben felirt integralokat, melyek elvégzése utan
lehetett Abrézolni a kivant fliggvényeket. Ehhez ebben az esetben is Gnuplot szkriptet irtam.
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